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$ 0. Dans cette partie, qui fait suite à [Kl], nous allons donner la preuve des résultats 
qui y étaient annoncés. Avant cela, rappelons quelques notations introduites dans 
[Kl]. Soient n un entier naturel donné et S un espace analytique complexe réduit 
de dimension (localement) finie. Un morphisme tt : X — > 5 d'espaces complexes 
est dit universellement-n-équidimensionnel s'il est ouvert et à fibres de dimension 
pure constante n. Nous avons désigné par: 

• £{S,n) l'ensemble de tous les morphismes d'espaces analytiques complexes tt : 
X ^ S universellement n-équidimensionnels, 

• £pondiS,n) l'ensemble des morphismes universellement n-équidimensionnels mu- 
nis d'une certaine pondération X, 

• QciS^n) (resp. Ga{S,n)) le sous ensemble de £pond{S,n) constitué d'éléments 
dont la pondération est continûment géométriquement plate (resp analytiquement 
géométriquement plate) . 

On a (cf [Kl]) les inclusions généralement strictes 

Ga{S,n) C Gc{S,n) C Spond{S,n) C S{S,n) 
On supposera X dénombrable à l'infini (ou paracompact et complètement paracom- 
pact quand il sera nécessaire de le préciser). Par ailleurs, il est plus commode de 
travailler avec S de dimension pure (ce qui entraînera automatiquement que X l'est 
aussi puisque le morphisme est ouvert et à fibres de dimension pure constante) car 
le cas général n'apporte que très peu de substance au texte si ce n'est la lourdeur 
des notations et les discussions techniques sans grand intérêt. 

On divisera le texte en trois parties I, II et III consacrées respectivement aux 
preuves des théorèmes 1, 2 et 3 dont nous allons rappeler les énoncés pour plus de 
commodité. 

Théorème 1. Soit tt un élément de S{S, n). Alors, il existe un unique faisceau 
de Ox -modules a;", vériRant : 

(i) Si X ~~^^^_ Zl^ _2-^ s factorisation locale de tt dans laquelle a est un 

TT 

plongement local dans Z lisse sur S et de dimension relative n + p, alors 

<~(T*£a;tnCx,n^||) 

(ii) il est Ox cohérent, de profondeur au moins deux fibres par fibres sur S 

(iii) a;^ et ^x/s coïncident canoniquement sur la partie régulière du morphisme tt. 

(iv) sa construction est compatible aux inclusions ouvertes sur X dans le sens de 
Verdier : 

si TTi -.Xi s, i = 1,2 sont deux morphismes analytiques universellement n- 
équidimensionnels et U un ouvert de Xi muni de deux inclusions ouvertes ji : U ^ 
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Xi tels que le diagramme 



U 




S 



soit commutatif, on a jJ'(c<;"J = j2{uj^^) et donc, en particulier, pour tout ouvert 
U de X muni de l'injection naturelle j : U ^ X et de la restriction de n à U que 
Von note -kjj, on a uj'^\u = uj"^^- De plus, il est stable par tout changement de base 
plat entre espaces complexes. 

(v) il munit n d'un morphisme canonique IR^^ttio;" Os de formation compatible 
aux restrictions ouvertes sur X (resp. S) et aux changements de bases plats sur S. 

(vi) si TT est propre, uj^ = H^'^{n-{Os)) 

(vii) Tout diagramme commutatif d'espaces analytiques complexes 

X2 ^Xi 




s 



avecTTi (resp. 1^2) universellement équidimensionnels de dimension relative ni (resp. 

et ^ propre de dimension relative bornée par l'entier d := 77.2 — ni, donne un 
morphisme canonique H^î^^a;"^ — > induisant le diagramme commutatif de 
faisceaux analytiques 




(viii) si S est un point, il coïncide avec le faisceau dualisant de Grothendieck, 
Andréotti- Kas ou Golovin : 

Corollairel.l. Soient n G S{S,n) et k un entier naturel. Alors, il existe un 
unique faisceau Ox -cohérent u)^ vérifiant les propriétés suivantes : 

(i) Pour toute installation locale de tt (cf Thm 1), on a 



-4- 



(ii) on a des isomorphismes canoniques 

(iii) U3^ est un Ox- module cohérent de profondeur au moins 2 Ghre par Gbre sur 
X. 

(iv) Si S est un point, ces faisceaux coïncident avec les dualisés de Andréotti-Kas- 
Golovin des faisceaux Q'^^. 

Théorème 2. Soit tt un élément de S {S, n) muni d'une pondération X. Alors, 
on a les équivalences 

(i) TT est analytiquement géométriquement plat 

(ii) il existe un unique morphisme Os-linéaire continu / : JR^ttiQ'^/s ~^ de 

formation compatible à l'additivité des pondérations sur tt, stable par changement 
de base entre espace complexes réduits, donnant, en particulier, l'intégration usuelle 
dans le cas où S est un point. 

(iii) il existe un unique morphisme canonique de faisceaux cohérents Ct^^x '■ ^x/s ~^ 
a;", prolongeant le morphisme naturel g — > j*j*a;" et vérifiant les propriétés 
suivantes: 

(1) il est de formation compatible à l'additivité des pondérations, aux change- 
ment de base réduit et satisfait la propriété de la trace relative, 

(2) il induit un morphisme de complexes différentiels gradués 

^*,x '■ ^*x/s ~^ ^* 

(3) • si X est la pondération standard, C-^-^x donne la classe fondamentale 
relative 

de [B4], 

• si X est la pondération algébrique (i.e si tt est plat ou plus généralement de 
Tor- dimension finie), Ct^^x est le morphisme classe fondamentale relative de 
[A.Ej 

étendu à ce cadre. 



Corollaire2.1. Soit 7r2 : X2 — > Xi (resp. tti : Xi ^ S) un morphisme ana- 
lytiquement géométriquement plat de dimension relative 77-2 (resp. ni). Alors, le 
morphisme composé n : X2 —>■ S est analytiquement géométriquement plat si et 
seulement si le morphisme naturel IR"i+"2 7r!(0^^^^^^ ® ^2^X1/5) ~^ prolonge 
en unique morphisme JR'^^'^'^^ iri^^tg'^ Os ayant les propriétés du théorème 2 
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et rendant commutatif le diagramme 



*Qni \ 




Théorème 3. Soit tt un élément de £{S, n) muni d'une pondération X. Alors, 
les assertions suivantes sont équivalentes 

(i) TT est analytiquement géométriquement plat 

(ii) le faisceau a;^ est caractérisé par la propriété de la trace (relative) et stable par 
changement de base entre espaces complexes réduits. 

On a, alors, le 
Corollaires. 1. Soient 

• 7T : X ^ S un morphisme n-analytiquement géométriquement plat d'espaces 
analytiques complexes réduits de dimension localement fini, 

• Xq (resp. Sq) l'ouvert dense de X (rcsp. S) sur lequel tt est plat et ôJx^/Sq -'^ 
faisceau des formes méromorphes régulières de Kunz-Waldi-Kersken. 

Alors, uj^ est l'unique prolongement cohérent du faisceau <^Xo/So ' P^us, la famille 
de faisceaux Ox -cohérents u* := 7iom(0^^* , a;") est munie d'une différentielle non 
triviale D, faisant de {uj^^g,D) un complexe différentiel de {Q^^g,dx/s)-^odules. 

On peut aussi énoncer de façon "presque'indépendante" du théorème. 1, le 

Théorème 4. Soit tt : X ^ S un morphisme analytiquement géométriquement 
plat. Alors, il existe un unique faisceau Ox cohérent, A^^^ vérifiant: 

(i) il est de profondeur au moins deux fibre par fibre sur S, caractérisé par la pro- 
priété de la trace relative et stable par changement de base entre espaces complexes 
réduits de dimension finie, 

(ii) il munit n d'un morphisme d'intégration : IRTriA^^^ Os compatible 
avec l 'additivité des cycles, stable par changement de base entre espaces complexes 
réduits. De plus, tout diagramme commutatif d'espaces analytiques complexes 



X2 ^Xi 
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avec TTi (resp. 7^2) analytiquement géométriquement plats de dimension relative ni 
(resp. 77.2^ et \E' universellement équidimensionnel et propre de dimension relative 
bornée par l'entier d := n2 — ni, donne un morphisme canonique M'^^^^A^^^ — > 
■^Xi/s induisant le diagramme commutatif de faisceaux analytiques 




Rappelons que le terme " continue" sera justifié par le fait que les groupes des 
sections globales des faisceaux qui interviennent dans le théorème 2 peuvent être 
munis de structures d'espaces vectoriels topologiques F. S ou Q.F.S. Rappelons 
aussi que le morphisme gradué dont il est question dans ce même théorème n'est 
pas un morphisme d'algèbres diflFérentielles car oj* n'en est pas une si X n'est 
pas normal. On s'en convainc facilement, dans la situation absolue, avec l'exemple 
simple donné par X = {{x,y) G : —y^ = 0}. En effet, la fonction méromorphe 
I (resp. la forme ^) définit une section de oj^ (resp. a;^) mais leur produit ^ ne 
définit pas une section de uj]^ ! 



/. La preuve du théorème 1. 

1.0. Quelques annulations de cohomologie. 

Comme nous le verrons dans un article ultérieur dont le sujet est la notion de paire 
dualisante en géométrie analytique complexe, on peut adopter une approche par 
la dualité analytique relative pour montrer ce théorème et constater que le groupe 
des sections globales de ce faisceaux apparaît comme le Os- dual topologique du 
faisceau analytique M'^ttiOx- 

Lemme 1. Soit q : Z ^ S un morphisme lisse de dimension relative n + 

p d'espaces analytiques complexes réduits et de dimension pure. Soient X un 
sous ensemble analytique de Z, n-universellement équidimensionnel sur S et un 
faisceau cohérent, localement libre sur Z. Alors 
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Démonstration. Si S est réduit à un point, c'est un résultat de Siu-Trautmann [S.T]. 
Le passage au cas relatif a été traité dans [Kl] p. 292 où l'on a procédé par récurrence 
ascendante sur la dimension de S et descendante sur la codimension du support X. 
Rappelons brièvement la stratégie. 

Le problème étant de nature locale, on peut supposer donnée une installation locale 
X -~~1_^_ Z _2-^ S dans laquelle a est un plongement de X dans Z = S xU x B 

avec U (resp. B) un polydisque ouvert relativement compact de (resp. C^) et 
S un ouvert de Stein. On peut, de plus, supposer = Oz- H existe un ouvert 
dense de X sur lequel le morphisme n est une fibration localement triviale et même 
submersif (simple application du théorème des fonctions implicites). Mais si X est 
de la forme S x Xq (avec S et Xq lisses), une formule de type Kiinneth donne 
immédiatement 

qui est donc nul pour j < p. 

Soit Y, le complémentaire de cet ouvert, qui est un sous ensemble analytique fermé 
d'intérieur vide de X. Soit S' le fermé d'intérieur vide de S constitué des points 
s de S' tel que Y D Xg ne soit pas d'intérieur vide dans Xg. Comme au dessus de 
S — S', F est de codimension au moins p + 1 et que la propriété de locale liberté 
est stable par image réciproque et changement de base, l'hypothèse de récurrence 
sur la codimension du support et la suite classique de Mayer- Victor is, nous ramène 
à l'étude de H^x'i^') où X' := Xx ^S' et Z' := Zx ^S' ^ S' x U x B et J=' est 
l'image réciproque de T dans ce changement de base. 

Alors, S' étant de dimension strictement plus petite que celle de S", l'hypothèse de 
récurrence faite sur S permet de conclure ■ 

Lemme 2. Soit q : Z ^ S un morphisme lisse de dimension relative n + p 
d'espaces analytiques complexes réduits et de dimension pure. Soit T un faisceau 
cohérent sur Z dont le support X est n-universellement équidimensionnel sur S. 
Alors 

Démonstration. Dans le cas absolu, l'annulation des faisceaux cohérents Ext^^ {J^, Q'p''^), 
pour tout entier k < p, découle du résultat classique ( [Grl] p. 30-33, th 2.2 et 
prop.2.9) disant que si A est un anneau local noethérien, M et N deux A-modules, 
k > un entier, alors Ext\{M, N) = pour tout j < k si et seulement si 
ProÎApNp > k pour tout idéal premier p G Supp(M). 
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Dans la situation relative, on adopte la même stratégie que dans le lemme précédent 
en supposant, sans enfreindre la généralité, T — Ox- Comme les propriétés d'être 
à fibres de dimension pure constante et ouvert sont stables par changement de base, 
le morphisme induit X' — > S' est encore universellement équidimensionnel; de plus, 
X' s'identifie à un sous espace d'intérieur vide dans X. Comme dans le lemme 1 et 
grâce à une suite de Mayer-Vietoris, on se ramène facilement à l'étude du faisceau 
cohérent 

avec X' := Xx ^S' et Z' := Zx ^S' :^ S' X U x B, dont on déduit le résultat grâce 
aux hypothèses de récurrences. ■ 

En conservant les notations et hypothèses du lemme 1 et posant tt : X — > S' le 
morphisme induit sur X par g, on a le 

Lemme 3. Soit F un fermé analytique de Z de codimension au moins deux 
fihre par ûbre (i.e Codim^-i(s)(F n n'^is)) > 2, \fseS). Alors 

Démonstration. Le cas absolu découle du résultat classique d'algèbre ([Grl]) disant 
que si A est un anneau local noethérien, M et N deux A-modules de type fini avec 
Prof (M) > 2 alors Fromom{N,M) > 2. 

Comme le problème est de nature locale, on peut supposer Z := S x U x B avec 
U (resp. B) un polydisque ouvert de (resp. C^). Par ailleurs, n étant à fibres 
de dimension pure n, on peut se donner une installation locale correspondant au 
diagramme commutatif 

X S- Sx UxB 

pi 

dans lequel / est un morphisme fini et surjectif, a est un plongement local, pi et 
P2 étant les projections canoniques. 

On se ramène ainsi au cas fini et utiliser le fait bien connu (cf [B.S] par exemple) 
que pour tout morphisme fini et surjectif d'espaces complexes, / : X — > y, on a. 
Prof (.F) = PToî{f^J^) pour tout faisceau cohérent J-' sur X. Posons m = n + p 
et Y := S X U. Comme U£xt'^-''{Ox,^z/s) - 'Hom{UOx,^Y/s)^^^ ^ ^^^^ 




Dans cette situation particulière, la dualité analytique relative de [RRV] , donne 



- 9 - 



simplement de constater que ^y/s étant localement libre (donc de profondeur au 
moins deux fibre par fibre), le faisceau l-Lom{f^Oxi^Y/s) aussi de profondeur 
au moins deux. 

Pour s'en convaincre, on considère un sous ensemble analytique F de X tel que 
F n 'K~^{s) soit d'intérieur vide dans Xg et l'on regarde les suites spectrales 

E^^ = £xf{OT,ni{n'^/s)) et 'Ei'^ = WpiSxfiOT^^Y/s)) 

de même aboutissement Sxtp-' {Ot^^y/s) dans laquelle on a posé Ot '■= f*Ox- 
Alors, les termes de bas degré donnent l'isomorphisme 

n'piHomiOT, ^Y/s) - nom{OT, V^f{^y/s)) 

qui prouve notre assertion puisque le lemme 2 donne '^^^(f^y/g)) = pour i = 
0,1. ■ 

On en déduit aussitôt le 

Corollairel. Pour tout ouvert U de X dense ûbre par ûhre sur S, le morphisme 
naturel r{X,ujl^) TiU^u)"^) est injectif. 

dont la conséquence est l'unicité de a;^ à isomorphisme canonique près. 
1.0.1. Remarques. 

(i) Le lemme 2 se déduit aisément du lemme 5.2.2 p. 46 de [A.LJ] dont l'énoncé se 
présente sous la forme : 

Soit k un anneau local noethérien, N une k-algèbre locale différentiellement lisse 
sur k, M un N -module de type fini. Soit ^ le corps résiduel de k et m la dimension 
de Krull de Vanneau régulier N ®k ^- Posons n := diuiN^^^M ®k ^ et p = m — n. 
Alors Ext-'j^{M, N) = pour tout j < p et qui peut être vu comme une version 
relative du résultat d'algèbre cité ci-dessus. 

On peut remarquer que si JF est plat relativement à S, le théorème du changement 
de base pour les ^^Sxt" donne immédiatement le résultat. 

(ii) Pour le lemme 3, on peut se référer à [A.LJ] , en adaptant sans difficulté le lemme 

5.2.3 à notre situation en utilisant, cette fois, les suites spectrales E^'^ = £xf{a^,{Ox), TY^ (O^^^)) 
et 'E'^^' = rOY{Sxt\a,{Ox), ^T/s)) 

même aboutissement Ext^y'' i.^* {^x ) , ^^Jg ) ; 

on voit que 

'Ei'^ = 0,y{ij): i + j<p; 'El''^0,yj:j<p 

dont on prend la cohomologie de degré 0.; ce qui traduit une dégénérescence de suite spectrale 
classique. 
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= 0, V(i,j) :i+j<p + 2; E^'^ ^ 0, W j : j < p + 2 



et donc n^{SxtP{a40x),^z'}s)) = ^■ 

L'annulation du terme 'E^'^ est moins automatique, certes, mais facile à établir 
puisqu'il suffit simplement de constater que 

'E^'P =' El'P = ...=' El^P = 

sachant que 'El:^-^ est constitué des classes de cycles de 'E^.'^ muni de la différentielle 
4'^' : 'E';' ^ >El+-'J--+^ (cf [CE] p.326). 

1.1. Preuve du théorème 1. 

Dans un premier temps, on va montrer que le faisceau cohérent <7*SxtP{a^,Ox, ^^/^f): 
qui est de profondeur au moins deux fibre par fibre sur S en vertu du lemme 3, est 
en fait indépendant de la factorisation locale choisie et défini par suite un faisceau 
intrinsèque sur X. On montrera, ensuite, les propriétés énoncées. 

(a) Recollement des faisceaux Sxt'P{a^Ox,^^Jg) 

Supposons donné un diagramme commutatif 



^X^ 



ai 





s 



dans lequel ai , a2 sont des plongements locaux dans des espaces lisses sur S munis 
de projections canoniques pi et p2- 

Il est, alors, possible de le compléter naturellement en le diagramme 




où (Ti^2 est encore un plongement dans un S- espace complexe lisse sur Zi et Z2- 
Ces considérations nous ramènent à la situation donnée par le diagramme commu- 
tatif de S'-espaces complexes 

Z xV 

p 
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dans lequel V est un ouvert d'un certain espace numérique C et h : Z ^ Z x V 
une section de q (i.e hoa — p, qop — a) faisant de Z un rétract de Zi :— Z x V . 
Notons mi (resp. m) la dimension S'-relative de Zi (resp. Z) et r := mi — m. 
Comme Z et Zi sont des espaces S- plats et à fibres Gorenstein (donc Cohen- 
Macaulay), le lemme 2 (qui est d'une application classique dans cette situation) 
assure la dégénérescence de la suite spectrale 

donnant, en particulier, l'isomorphisme 

Mais, grâce à la classe fondamentale relative de Z/S dans Zi, on a un isomorphisme 
(donné par cup produit par la classe fondamentale relative dont l'inverse est le 
morphisme résidu dans ce cas!) 

On peut aussi invoquer le fait que, dans cette situation particulière, le complexe du- 
alisant relatif T^*z/s quasi-isomorphe au complexe 0^^g[m] puisqu'il ne possède 
qu'un faisceau d'homologie en degré —m qui est par définition £xt'^^~^{Oz, ^^^/s)- 
On en déduit l'indépendance vis-à-vis du S'-plongement choisi et l'on pose, alors. 

Ce faisceau cohérent vérifie les propriétés annoncées dans le théorème. En effet, il 
est clairement cohérent et de profondeur au moins deux fibre par fibre en vertu de 
la construction et du lemme 3. Aux points réguliers de 7r,il coïncide naturellement, 
avec le faisceau usuel des formes holomorphes S'-relatives. L'isomorphisme étant 
donné par la classe fondamentale relative en ces points. Par construction, il est 
compatible aux inclusions ouvertes dans le sens de Verdier puisque, si tti : ^ 
S, i = 1,2 sont deux morphismes analytiques universellement n-équidimensionnels 
et U un ouvert de Xi muni de deux inclusions ouvertes ji : U ^ Xi tels que le 
diagramme 



U 




Xi X2 
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soit commutatif, il est facile de voir que 

iî«)=i2*«) 

Pour s'en convaincre, on se ramène au diagramme commutatif 

UxsU ^Xi XsX2 




en remarquant que tt est encore universellement n-équidimensionnel puisque les 
propriétés d'être ouvert et d'avoir des fibres de dimension constante sont stables 
par changement de base. De plus, comme Xi et X2 sont de dimension pure, il en 
va de même de leur produit fibré qui est universellement n-équidimensionnel sur S. 
On doit principalement vérifier que pour tout ouvert U de X muni de l'injection 
naturelle j : U —> X et de la restriction de tt k U que l'on note ttu, on a 

Mais cela découle de la construction même de ce faisceau puiqu'il est bien connu 
que les faisceaux Ext possède de bonnes propriétés de variances relativement aux 
inclusions ouvertes; ce qui n'est qu'un cas particulier de la stabilité par changement 
de base plat. Pour s'en assurer, il suffit, grâce à la nature locale du problème, de 
factoriser localement tt en un plongement dans un espace complexe Z muni d'une 
projection lisse sur S. On considère, alors, un morphisme d'espaces complexes 
réduits (de dimension pure) rj : Si ^ S et le diagramme commutatif (cartésien) de 
changement de base 




Les morphismes lisses, plats et plus généralement universellement ouverts étant 
stables par changement de base, on se ramène à établir l'existence d'une flèche 
6*0;! 



TTl 



Mais les égalités fonctorielles lLe*IR7^om(A, S) = JRnom{JLQ*A,JLe*B) et la 
platitude de O, traduite par l'égalité JLQ* = 8*, donnent, en vertu des annulations 
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du lemme 2, un morphisme canonique de changement de base Q*SxtP{Ox, ^^/g) ~^ 

Il nous reste à montrer le point (v) disant que ce faisceau munit n d'un morphisme 
canonique 

lR"7r!< ^ Os 

compatible aux localisations sur X (resp. S) et aux changements de bases plats. 
Pour cela, nous allons d'abord exhiber une telle flèche relativement à une installa- 
tion locale de tt puis procéder à la globalisation grâce au lemme de Reiffen. 

• Construction locale. 

Soient sq un point de (S et a; un point de la fibre 7r~^(so). Considérons une factorisa- 
tion locale de TT en a; donnée (abusivement) par X ~-~I^Ji Y_ __^^ S dans laquelle 

TT 

/ est fini, ouvert et surjectif sur Y — S x U avec U polydisque ouvert relativement 
compact de C", S un ouvert de Stein et q la projection canonique. 
Comme on l'a déjà vu dans la preuve du lemme 3, on a l'isomorphisme 

qui, composé avec la flèche canonique Oy —>■ f*Ox, donne un morphisme "naturel" 

fMP{Ox,n''z}D^^y/s 

duquel résulte 

Mais, pour tout ouvert S' de Stein dans S, une formule de type Kûnneth donne 

JR^q^Q^,siS')-Os{S')ê Kiu,^^) 

' c 

qui, eu égard à l'isomorphisme H^(t/, O^) ~ C donné par la dualité de Serre, 
assure l'isomorphisme IR^çi^^^g ~ Og- Alors / étant fini, la dégénérescence de la 
suite spectrale de Leray fournit l'isomorphisme de foncteurs IR^tti ~ IR^gi/* duquel 
résulte la fièche 

M''^T^£xtP{Ox, ^"z/s) ^ 

• Construction globale. 

Commençons par remarquer que la construction d'une telle fièche, qui est toujours 
de nature locale sur S, est aussi de nature locale sur X en vertu du lemme de Reiffen 
donnant l'exactitude à droite du foncteur JR^tti. Par ailleurs, o;^ étant de nature 
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locale d'après le point (iv), on a, pour tout ouvert U de X muni de l'injection 
naturelle j : U X et de la restriction de nu (restriction de n k U), 



, ,n\ , ,n 



TTC/ 



Cela étant dit, supposons X paracompact et complètement paracompact*^^) et con- 
sidérons un ouvert de Stein (que l'on notera encore 5") de 5" et un recouvrement 
ouvert localement fini (^a)a6A de X qui soit S'-adapté et muni d'installations 
locales 




S 

avec cTq, un plongement local, tt^ la restriction de tt à X^, et sont lisses sur 

S, Pa,qa et Ta lisses. 

Comme 

on déduit, du cas local précédent, une collection de morphismes 

]R"7r«!< ^ Os. 

Mais l'exactitude à droite du foncteur IR^tt; (dûe au lemme de Reiffen) qui assure 
la surjectivité de la flèche naturelle 



permet de produire, par recollement sur X, le morphisme désiré. La compatibilité 
aux localisations sur X et S est aisée à vérifiée. 

(vi) Si TT est propre, le corollaire 3 de [Kl], (3.2.1.2) p. 72, montre bien que le 
faisceau cohérent (jo^/g := H~^{7t'{Os)) est localement isomorphe au faisceau a;^. 
Par ailleurs, au vu des propriétés de w^/s ' nous suffit simplement de montrer qu'il 
existe une flèche non triviale a;" — > u^^/s POur en déduire qu'ils sont isomorphes 



^'^^ Tout ouvert de X est un espace paracompact; en particulier, pour toute famille para- 
compactifiante de supports, l'étendue (J^e* ^ ouvert paracompact. 
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globalement. Or ceci découle de la propriété "dualisaiite" universelle de w^/^ et 
du point (v) précédent; puisqu'alors la donnée du morphisme MJ^tt^lo'^ — > Os est 
strictement équivalente, par dualité, à la donnée d'un morphisme (d'ailleurs injectif ) 
a;^ — > i^x/s- M^is ces deux faisceaux (sans torsion), étant localement isomorphes, 
sont automatiquement globalement isomorphes. 

(vil) Si dans le diagramme commutatif d'espaces analytiques complexes 




tous les morphismes sont propres, le résultat est une conséquence immédiate de 
(vi) et du corollaire 3 de [Kl], (3.2.1.2) p.73. 

Dans la situation de (vii) , on remarque que la construction d'une flèche IR^Î'^a;^^ _> 
(jji^l est de nature locale sur X2 et Xi en vertu du lemme de Reiffen. Il nous suffit, 
alors, de vérifier que pour tout germe de paramétrisation locale / : Xi S x U, 
on a un morphisme (bien défini) f^JR'^^^uj'^^'^^ — > ^5xC//g et donc se ramener au 
cas où. Xi := S X U et tti la projection canonique q : S x U S. Alors, en vertu 
de l'hypothèse sur la dimension relative des morphismes, les annulations dûes au 
lemme de Reiffen donnent l'isomorphisme 

]R^iç!]R'^*,<i+'^ ~ IR"i+'^7r2*<,^+'^ 

qui permet d'obtenir, grâce à (v), le morphisme IR^^'^a;^^"'"'^ ^ O^^^^^^. Comme 



les images directes supérieures IR ^'^o;^^"'" sont cohérentes (puisque ^ est propre), 
la caractérisation du faisceau uj"^^ suffit pour conclure. En effet, comme ~ 

7iom(/*(9x, f^5xî7/5)' morphisme ^5x;7/S' ^^^'^ cohérent sur X, 

induira naturellement un morphisme Hom{f^Ox,f*^) — ^ '^om{f^Ox,^^\.ij/g)- 
Mais / étant fini, cela correspond exactement à un morphisme f^T f*^nl 'i^^^ 
induira, à son tour, puisque / est arbitraire (et fini) un morphisme global co'^^ . 

(viii) Dans le cas absolu, il coïncide naturellement avec les faisceaux dualisants de 
Andréotti-Kas- Golovin- Grothendieck (cf [Kl], (3.0.1), p. 61): 



1.32 Preuve du corollaire 1.1 
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Les mêmes arguments que ceux avancés pour montrer le caractère intrinsèque de la 
caractérisation locale du faisceau cj", permettent de voir que, pour chaque entier 
k, le faisceau cohérent a*{£xtP{a^Q'^^g,Q^'^g)) est indépendant du plongement 
choisi. On notera oj^ le faisceau cohérent sur X défini par recollement de ces 
données locales. 

Comme le faisceau cohérent c*f^x/s ^ support dans X qui est fibre par fibre 
de codimension p dans Z (avec les notations précédentes), le lemme 2 assure les 
annulations 

£xt\a^Q';.-^g, = 0, V j < p, V /e e {0, • • • , n} 

Alors, utilisant la dégénérescence de suites spectrales classiques (cf les lemmes 2 et 
3, p. 7-8), il est facile de produire un isomorphisme canonique 

On constitue, ainsi, en remplaçant X, Z, a respectivement par X^, Z^, cTq,, une 
donnée simplicielle (paramétrée par les installations locales de tt) qui, grâce à 
l'existence de o;^ et ses propriétés fonctorielles (cf le théorème 1), se recolle sur 
X pour fournir l'expression intrinsèque 

a;^ = 7iom(î^^7J,0 

En reprenant les idées du lemme 5, il apparait clairement que uj^ est de pro- 
fondeur au moins deiix fibre par fibre puisque on obtient, pour tout fermé F de X, 

I ' isomorphisme 

7^M^om(lî^/J,0) ~ 7iom(îî^/J,7i|,«)), pour i = 0, 1. 

II suffit alors d'invoquer le théorème 1, pour avoir les annulations désirées pour tout 
fermé F de codimension au moins deux fibre par fibre sur S. 

Dans le cas absolu, ceux sont bien les dualisés de Andréotti- Kas- Golovin des 
faisceaux lî^"^ (cf [Kl], (3.0.1), p.61). ■ 



//. La preuve du théorème 2. 

2.0. Platitude géométrique analytique et intégration globale. 

La preuve de ce théorème va se faire en scindant l'étude en deux parties donnant, 
chacune, une caractérisation relativement simple de la platitude géométrique an- 
alytique (ou continue). Dans la première, elle s'énoncera en terme de morphisme 
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d'intégration sur les fibres avec de bonnes propriétés fonctorielles en les arguments; 
la seconde établira une connexion étroite avec le faisceau du théorème 1 par le biais 
d'un morphisme canonique que l'on appelle morphisme classe fondamentale rela- 
tive de TT possédant un certain nombre de propriétés fonctorielles parmi lesquelles 
la fameuse propriété de la trace relative. 

2.0.1. Les propositions fondamentales. 
Proposition 1. Cas global. 

Soit TT un élément de £{S, n) muni d'une pondération X. Alors, on a les équivalences 

(i) TT analytiquement géométriquement plat 

(ii) il existe un unique morphisme Os-linéaire continu / : MJ^ttiQx/s ~^ 

J n,X 

vérifiant: 

• il est stable par changement de base entre espace complexes réduits (donnant, 
en particulier, l'intégration usuelle dans le cas où S est un point). 

• il est compatible à l'additivité des pondérations sur n et aux inclusions ou- 
vertes sur X . 

Cette assertion repose essentiellement sur une version locale donnée par la 
Proposition 2. Cas local. 

Soient X, Z et S trois espaces analytiques complexes réduits munis d'un diagramme 
commutatif X ■ ^> Z S dans lequel a est un plongement dans Z lisse et de 

dimension relative n-\-p sur S, tt un morphisme universellement n-équidimensionnel 
muni d'une pondération X. Alors tt est analytiquement géométriquement plat si et 

seulement si il existe un unique morphisme Os-linéaire continue / : H^TTiO^yg Os 
vériûant les propriétés de la proposition 1. 

2.0.2. Remarque. On peut attirer l'attention du lecteur sur le fait que la corre- 
spondance donnée par ^ n'est pas compatible à la composition des morphismes 
TT puisque la composée de deux morphismes analytiquement géométriquement plats 
n'est pas analytiquement géométriquement plate en général. 

2.0.3. Fibres de dimension nulle. 

Pour mieiix éclairer le lecteur, nous allons commencer par le cas particulier d'un 
morphisme fini. La situation est, certes, restrictive (du moins en apparence!) mais 

On entend par là, une continuité topologique au niveau des groupes des sections globales 
munis de leurs structures d'espaces vectoriels topologiques F. S ou Q.F.S 
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suffisamment instructive pour que l'on s'y'attarde un peu pour mettre en évidence 
la stratégie et les ingrédients fondamentaiix dont l'adaptation au cas général est 
à la base de la preuve du théorème 2. Pour cela, rappelons rapidement quelques 
notions et faits rencontrées dans le §1 de [Kl]. 

•k un morphisme propre universellement équidimensionnel tt : X — > 5' est an- 
alytiquement géométriquement plat si et seulement s'il existe une application ana- 
lytique (qui est un plongement) 77 : ^ — > B{X) qui k s E S associe un cycle de X 
dont le support coïncide avec la fibre ensembliste 7r~^{s) et que, par construction 
de l'espace des cycles analytiques effectifs ([Bl]), B{X) := B{Xred)'i de plus, dans le 
cas particulier (et fondamental!) des 0-cycles, on a Bo{X) = TT Sym^(X) (cf [Kl], 



★ un morphisme fini et surjectif n : X ^ S définit, génériquement sur S, 
un véritable revêtement ramifié. Plus précisemment, il existe un ouvert dense ^o, 
que l'on peut supposer être l'ensemble des points normaux de S, au dessus duquel 
TT est un revêtement ramifié d'un certain degré k dont on notera (/j(s))i<j<fc les 
branches locales et f : Sq ^ Sym'^(X) l'application analytique classifiante associée 
envoyant chaque point s de Sq sur les fonctions symétriques de ces branches lo- 
cales (sj(/i(s), • • • , /fe(s)))i<j<fe. Alors, le morphisme ttq : — > Sq déduit de 
TT dans le changement de base Sq — > S, définit une famille continue de 0-cycles 
puisque Sq est localement irréductible (rappelons que les notions de finitude et de 
surjectivité sont stables par changement de base). Mais étant normal (donc 
faiblement normal), cette famille est analytique. Tout comme il a été dit dans 
[Kl], (1.0.3.1), p. 22, on dispose, pour tt, d'une image directe définie au sens des 
courants et d'un opérateur trace associant à toute fonction holomorphe g sur X, 



l'expression T^{g) :— 2, 9(^1 fji^)) dont on notera (g) sa restriction à Xq. Mais 



Sq étant normal, un courant ô-fermé de type (0, 0) définit naturellement une fonc- 
tion holomorphe en vertu du principe de prolongement de Hartogs ou du lemme de 
Dolbeault- Grothendieck et par conséquent T^^^{g) est holomorphe sur Sq. A noter 
qu'en présence de singularités arbitraires, ce lemme n'est pas valable et il nous est 
pas possible de statuer sur l'éventuelle variation analytique de cette expression sans 
condition sur tt. 

Proposition 3. Soit tt : X ^ S un morphisme universellement 0-équidimensionnel 
muni d'une pondération X. Alors tt est analytiquement géométriquement plat si et 
seulement si il existe un morphisme trace Os-linéaire continue T^^g : 7r*Cx — ^ Os, 
compatible aux changement de bases entre espaces complexes réduits quelconques 



r>0 



(1.0.2.3), p.21) . 



j=k 
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et à l'additivité des pondérations. 



Démonstration. Avec les notations et remarques précédentes, on constate que la 
platitude géométrique analytique de tt est strictement équivalente au prolongement 
analytique de f k S tout entier ou, ce qui revient au même, au fait que le courant 



j=k 



d-fermé sur S donné par ^^(/(s, fj{s)) est en fait une fonction holomorphe sur S ! 

Il est clair que la finitude de tt, la notion de platitude géométrique et la construction 
d'une telle trace confèrent à notre problème une nature locale sur S et X . En se 
fixant un point sq de S et un voisinage ouvert de Stein (que l'on rétrécit à souhait!), 
on se ramène à la factorisation locale X ^^_^> _ S x V^ _ !_^ S dans laquelle X et 

S désignent abusivement des ouverts de localisations, a un 5'-plongement local avec 
V polydisque ouvert d'un espace numérique et q la projection canonique. En- 

k 

fin, on considérera â : Sym'^(F) W :— Sh{V) le plongement naturel (cf [Kl], 

h=l 

(1.0.1.1), p. 14) induit par passage au quotient de la somme directe des applica- 
tions Sh : {CP)'' ^ Sh{CP) définies par Sh{X^, • • • , X^) := X^^ ■ ■ ■ X^^ 

pour /i G {1, ■ ■ ■ , /c} et permettant d'identifier Sym|(X) à un sous espace de W . 

♦ Supposons TT analytiquement géométriquement plat. Alors, il s'installe na- 
turellement dans le diagramme commutatif 



SxV 



X 




^ym^{V) X V 



Sym'=(F) 



Sym^(F)#F 



7r# 



dans lequel F := f x Ids, q (resp. q) est la projection canonique, Sym^{V)^V 
désigne le sous espace d'incidence et 7r# le morphisme naturellement déduit de tt. 
Remarquons que X s'identifie au graphe de tt quotienté par le groupe symétrique 
d'ordre k. 

Convenons de noter la trace universelle relative au morphisme universel Syni^{V)^V 
Sym'^ (V) qui définit une famille analytique de points puisqu'il est équidimensionnel 
sur une base normale ! 
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Par définition (cf [Kl], (1.0.3.1), p. 23), cette trace universelle génère la trace 
recherchée puisqu'elles sont liées par la formule de changement de base /*('î^)(— ) = 
7^°^F*(— ) qui nous montre que l'analyticité de / entraine automatiquement l'analyticité 
de notre trace sur les fonctions u/s-invariantes. Comme de telles fonctions sont 
engendrées par les fonctions de Newton, le problème est réduit au seul fait de 
savoir si l'action de cette trace sur les fonctions de Newton suffit à la caractériser 
complètement pour pouvoir conclure. 

Il en est effectivement ainsi. En effet, désignons par x := (xi, ■ ■ ■ , Xp) le point 
courant de F et s une coordonnée sur S que l'on peut supposer être un ouvert de 
Stein. Alors, il est bien connu que, par décomposition nucléaire, toute fonction holo- 
morphe sur SxV s'écrit sous la forme ^ ^ ai{s)x^ avec ai{s) holomorphes 

m \I\=m\m>0 

sur S. Mais la O^-linéarité de cette trace nous ramène principalement à étudier son 
action sur les fonctions de Newton . Alors, / étant holomorphe, essentiellement 
par définition, les fonctions symétriques des branches locales sont holomorphes 
et par suite, leurs fonctions de Newton aussi. On en déduit, alors, l'analyticité 

j=k 

en s de toutes les expressions du type Nto(/(s)) := ^ //(^) ®^ P^^ suite 

|/|=m;j = l 

l'existence d'un unique morphisme Og-linéaire x '■ ^ Os- Ce morphisme 

prolonge naturellement T^^ puisque T^^{x^) '■— T^^x{x^)\xo '■— ^m{f{s)) et il est 
de plus continue relativement aux structures d'espaces vectoriels topologiques F. S 
dont on munit naturellement T{X, Ox) et T{S, Os)- On se ramène essentiellement 
à un problème sur des algèbres analytiques complexes munis de leurs topologies 
canoniques (cf [Ju]) et à utiliser des inégalités de type Cauchy (cf [Bl], lemme 5). 
La compatibilité avec l'additivité des pondérations est une donnée inhérente à un 
morphisme trace agissant sur les familles continues de cycles! 

♦ Réciproquement si, pour toute fonction holomorphe g sur X, T^j^(g) est 
holomorphe sur S, on a, en particulier,7^^(a;^) holomorphe sur S. Bien sûr, le 
procédé de symétrisation nous permet de nous concentrer sur les fonctions cr^- 
invariantes même si ce n'est pas explicitement dit. Or sur Sq, les expressions de 
Newton N^(/(s)) sont holomorphes et coïncident naturellement avec ^{x^). On 
en déduit que les fonctions de Newton se prolongent analytiquement sur S tout 
entier, et bien entendu, il en va de même pour les fonctions symétriques des branches 
locales puisqu' il est bien connu qu'en caractéristique nulle les fonctions de Newton 
engendrent l'algèbre des fonctions symétriques. D'où une application holomorphe 
classifiante \E'^ : S —>■ Bo{X) et donc la platitude géométrique analytique de n. ■ 

2.0.4. Remarques. 
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(i) Les exemples simples donnés dans [Kl], (1.3. 6), p. 41) à défaut d'un mode de 
variance raisonnable sur les fibres, il faut se garder de croire que l'on dispose na- 
turellement d'une trace tt*tt^Os — ^ Os- 

(ii) Si TT est fini et géométriquement plat, la trace désirée est, en fait, un cas parti- 
culier de l'intégration sur les familles analytiques de cycles ([BV], [K2]); la famille 
de 0-cycles est induite par les fibres de tt munies des multiplicités convenables. 

2.0.5. Fibres de dimension strictement positive. 

Dans cette situation, l'idée fondamentale est de se raccrocher au cas précédent 
par le biais des factorisations locales du morphisme. Mais à l'instar du cas des 
fibres 0-dimensionnelles (ou de bases particulières telles que faiblement normales), 
on ne peut se contenter de tester au moyen de traces de fonctions holomorphes 
cette platitude géométrique dans une seule installation locale (hors-mis des bases 
particulières telles que faiblement normales, par exemple). Par ailleurs, pour des 
raisons que l'on peut facilement comprendre, il est tout-à-fait naturel de penser 
le test de la trace sur les formes différentielles relatives de degré maximum sur 
les fibres. Le contre exemple de [Bl] proposé dans [Kl], (1.1), p. 30, montre bien 
que, relativement à une factorisation locale, on peut très bien avoir une trace 
f*Ox Oy sans avoir la trace fondamentale f*^x/s ~^ ^y/s- passage au cas 
général ne requiert pas de stratégie particulière mais seulement d'adapter les outils 
en remplaçant, par exemple, les fonctions de Newton par les formes de Newton (cf 
[Kl], (1.0.1.3), p.l6). 

Proposition 4. 

Soit TT e E{S, n) pondéré par un cycle X. Alors tt G ÇaiS, n) si et seulement si pour 
tout espace complexe S-lisse Y et tout morphisme fini et surjectif f : X ^ Y, il 
existe un unique morphisme trace Os-linéaire continu 

prolongeant la trace usuelle 

J*J ^''Y/S Y/s 

compatible à tout changement de base sur S, aux localisations sur X, à l'additivité 
des pondérations sur tt et induisant (et est induit par) le morphisme d'algèbres 
différentielles graduées 

T'x '■ f*^x/S ~^ ^Y/S 

Démonstration. 

♦ Supposons TT analytiquement géométriquement plat. Alors, étant universelle- 
ment n-équidimensionnel, pour tout point sq de S, il existe voisinage ouvert 5*0 de sq 
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dans 5" et une famille d'écaillés ou de cartes (i?Q, := (t/a, -^a, o"a))a6A Sq- adaptées 
à Xg^ de sorte que, pour tout et G A, on ait une installation (locale) (X) 




So ^ ^ -50 X U, 

Ha 



dans laquelle fa est un morphisme ouvert, fini et surjectif, a a un plongement local, 
Pa et Qa étant les projections canoniques. De telles cartes, que l'on peut choisir 
centrées par un rapport à un point privilégié sur la fibre, existent toujours (cf [A.S]). 
TT étant analytiquement géométriquement plat, les morphismes fa le seront aussi 
et définiront donc des familles analytiques de points. De plus, cette factorisation 
locale est toujours munie de deux applications analytiques 

• Fa-.SoxUa^ Sym'=(S«), et 

k 

• T,,,{Fa{s,t)) : ^ Y.^fi{s,t)f®K^{Dtfi{s,t)) 

1=1 

Cette dernière expression étant définie localement et seulement génériquement holo- 
morphe sans la condition de platitude géométrique! 

Les morphismes Fa appelés classifiants font la connexion avec la situation uni- 
verselle décrite par le diagramme commutatif 



SoxUaX Ba ^ §ym''(S«) x B^ 



Xr 









fa. . 




>■ 



-Sym'=(S«)#S, 



dans lequel, on a ensemblistement {Fa x Ids^) ^{Sym''{Ba)#Ba) = X. 
On va montrer que, pour chaque a fixé, la platitude géométrique analytique donne 
naissance à une collection de morphismes traces Tp^ : fa^^x /s ~^ ^SxU /s 
vérifiant les propriétés requises avec Xq, := (5 x Xa)- On en déduira aisément 
qu'il en est ainsi pour tout morphisme fini et surjectif f : X ^ Y de X sur un 
espace complexe Y lisse sur S et de dimension relative n. 
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D'après ce qui précède, il nous est facile de voir que l'assertion du lemme se ramène 
à l'équivalence: 

"Va, V j e {1, • • • ,p} Tij(Fais,t)) S - holomorphe 

t 

i=k 

1=1 

Afin de ne pas trop alourdir le texte, nous omettrons délibéremment les indices en 
nous fixant une écaille et on pose X := Xa, Y:=SxU,Z = SxU x B, f :— fa, 
X := {xi, ■ ■ ■ , Xp) le point courant de B dans et Wij := x^dx"^ , I et J étant 
des ensembles d'indices de longueur i et j respectivement. Par ailleurs, nous utilis- 
erons, sans le mentionner, le plongement Sym'^(S) — > Sm(C^), permettant 

l<m<fe 

un "repérage" des fonctions symétriques en termes de fonctions de Newton. 
Comme il a été mentionner dans [Kl], (1.0. 3. 1.1), p. 23, la situation universelle 
est idyllique puisque le morphisme 7r# : # — > Sym'^(S) est analytiquement 0- 
géométriquement plat et doté d'un morphisme d'algèbres différentielles graduées 

T# : (7r#)*a;^ ^Sym'=(Cî') 

dont les composantes sont des morphismes traces. D'après [Kl], (1.0. 3. 1.1), p. 24 
et (1.0. 3. 2.1)), p. 27, T*^ est défini grâce à la relation 

dans laquelle Wij est une forme méromorphe, section du faisceau <^*yinfc(B)xS' 
turellement induite par la forme cr/e-invariante image réciproque de Wij par les 
projections canoniques de B^ sur ses différents facteurs. Il est absolument évident 
que pour les formes de Newton à valeurs vectorielles Wij := ^ x^ (8) dx"^ , on 

\I\^i,\J\=3 

a Tij{F{s,t)) = {F)*%^{Wij) et qu'il n'est pas difficile de voir que ces expressions 
définissent (et sont définies par) les formules précédentes. On définit, ainsi, une 
trace naturelle pour / dont l'action sur les formes de Newton est S- holomorphe 
sur 5*0 X U. En d'autres termes Tpy-{x^ dx"^) est holomorphe sur 5*0 x U . 
Pour passer au cas d'une n-forme holomorphe S'-relative générale sur X, il suffit 
d'invoquer les faits standards suivants : 

(a) la ^'sy^u' finéarité du morphisme trace 77^^ 
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(b) l'isomorphisme r(5" xU x -B, f^^xc/xs/s) — ^S'('5")(^^^f7xB' donné pour 
tout ouvert de Stein S' de 5", et la décomposition standard ^ijxB — ®Ouxb 

(c) le fait qu'il y'ait suffisamment de projections linéaires permettant de décrire, 
en chaque point de X, le faisceau des n- formes différentielles relatives sur X. 

(d) En tout degré A;, le faisceau '^Qy^k(^^p^^ est engendré par les formes méromorphes 
dont l'image réciproque par l'application quotient q : (C^')'' Sym''(Cî') ( qui se 
comporte d'ailleurs comme une résolution équivariante) est une forme de Newton 
(cf [Kl], (1.0.1.3), p.l6). 

(a) et (b) montrent, de toute évidence, que seules les formes différentielles provenant 
de B jouent un rôle essentiel dans la description de cette trace, (c) signifie qu'en 
tout point a; e X, pour tout plongement local a dans Z lisse sur Y (et donc toute 
projection S- linéaire q : Z ^ Y) telle que qoa soit encore fini en x, la famille 
{q*{ÇlY/s))<i engendrent fi^/^ au voisinage de x et donc {qoa)* {Qi^ j g) engendre 
^x/s voisinage de a;. C'est un problème d'algèbre linéaire simple auquel on 
renvoie le lecteur au lemme (5.1) de [KI],§5,p.86. 

On termine en constatant que le passage des projections linéaires aux projections 
quelconques se fait sans douleurs grâce au lemme (5.2) de [Kl], p. 86. 

La décomposition nucléaire ci-dessus découle d'arguments standards (Kiehl, Verdier, 
Forster, Knorr) assurant que toute r forme S- relative ^ sur SxU xB se décompose 
sous forme de série convergente 

^ := ^ aK A Wij 

I,K;\K\ + \I\=r 

aK étant une (r — j)- forme holomorphe ^-relative sur S x U "bornée" sur tout 
compact de U, on en déduit (ii) . 

La continuité est facile à établir une fois que l'on munit T{X, i^x/s) ^0^^ ^y/s) 
de structure topologique de type F. S (cf la proposition 3, p. 18). 
On peut remarquer que l'existence de la décomposition (nucléaire) de ^ citée plus 
haut, et la ^sxu~ linéarité du morphisme trace donne immédiatement l'analyticité 
de la trace T^xiO- 

• Compatibilité avec la trace usuelle f*f*^Y/s ~^ ^y/s- 

Tout morphisme fini et analytiquement géométriquement plat f : X ^ Y , où Y := 

SxU, provenant d'une factorisation locale de tt, induit, en vertu de la proposition 3, 

un morphisme trace T^°3£ : f*Ox — > Oy ■ Mais l'isomorphisme /*/*0y/5 ~ f*Ox ®e)y ^y/S' 

permet de définir un morphisme trace (que l'on appelle "naturel") Oy-linéaire 
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idn^ : fj*n 



Y/ s 



^Y/s (donné deg{f).Id). 



Il est évident que les morphismes traces Tp^x '■ f*^x/s ~^ ^y/s définis précédemment 
prolongent naturellement les morphismes Tp^ en s 'insérant dans le diagramme com- 
mutatif 



Qn 



Id 



Qn 



• Compatibilité aux changements de bases, aux localisations sur X et 
passage au cas Y lisse sur S. 

La compatibilité à la localisation sur X revient à voir dans quelle mesure des instal- 
lations locales (d'intersection non vide!) autour d'une fibre donnée produiront elles 
des traces qui se correspondent par changement de base dans toutes les directions 
de la paramétrisation locales et non seulement dans celle de S. Cela nous ramène 
principalement à examiner le cas de deux paramétrisations f : X ^ Y := S x U et 
f : X' ^ Y' := S X U' provenant de factorisations locales de tt et dans lesquelles 
U' ^ U C C"^. Le recollement désiré se traduit, alors, en exhibant Tp^ comme un 
prolongement naturel de Tp ^. Mais ceci est la clé de voûte de la construction de 
[Bl]. 

La compatibilité aux changement de base en l'argument S est facile à établir. En 
effet, comme les notions de finitude, surjectivité, lissité et platitude géométrique an- 
alytique sont stables par changement de base quelconques entre espaces complexes 
réduits, il est facile de voir quêtant donné un morphisme d'espaces complexes réduits 
g: S' ^ S et 

X' — "-^x 



f 



S' xU 



^.SxU 



G:=g®Idu 

le diagramme cartésien de changement de base qui lui est associé, on obtient un 
diagramme commutatif 



f/Qn 



x/s 



rrn 



SxU/S 



Le passage au cas d'un espace .S-lisse quelconque Y ne présente aucune difficulté 
puisqu'en vertu de la nature locale du problème, on se ramène à la situation 
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précédente dans laquelle il est toujours possible d'installer f : X ^ Y dans le 
diagramme 

X X U xB 

f 

Y r^Sx U 

h 

OÙ h est un morphisme étale c'est-à-dire un revêtement non ramifié et donc un 
isomorphisme local. Alors, tenant compte de la surjectivité du morphisme image 
réciproque h*Q^^jj^g ^y/s^ clair que la trace donnée par le morphisme 

hof donnera, sans diflBculté, une trace pour /. 

• Compatibilité avec la structure d'algèbre graduée. 

Pour tout entier naturel k fixé, le morphisme canonique ^x/s ~^ 7Yom(n^'^g, ^x/s) 
auquel on applique le morphisme fini /, donne la fièche 

Il suffit alors d'utiliser l'image réciproque fi^^^ — > /*^x7s trace précédente 
• /*^x/5 ~^ ^Y/s pour en déduire le morphisme trace Tf^x '■ f*^x/s ~^ ^y/s- 
Alors, en désignant par dy/s 1^ différentielle extérieure relative usuelle sur Y, il est 
facile d'en déduire un morphisme de {Qy/s^ algèbres différentielles graduées 

Une autre manière d'exprimer ce fait serait de dire, qu'au niveau des morphismes 
de degré 0, on a 

puisque, Y étant lisse sur S, l'homomorphisme ^yjs ~^ Homo^ (fi^yj, qui, 
à ^, associe le morphisme h^{(j)) = A ^, donne les isomorphismes 

ilyjs ~ RomoY {^Y/si ^Y/s)i et ^y/g ^ Homo^ (Homoy ^y/s), ^y/s) 

desquels résulte 

Homo^^^(/*fi^/s,fiy/s) - Homn^^^(/*0^/5,iï'omoy(^î^/s,n^/5)) ^ HomoY{f*^x/s^^Y/s) 
•Compatibilité avec l'addition des pondérations. 

Soient Xi et X2 deux pondérations (pas nécessairement analytiquement géométriquement 
plate!) de tt. Si l'on définit la somme de deux familles de cycles en prenant les 
sommes point par point des cycles correspondants et l'on utilise l'additivité de la 
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trace dans le cas absolu*^^^ il est facile de constater que dans toute écaille (C/, S, a)- 
S'-adaptée, on a 

♦ La réciproque est facile à établir, vu ce qui a été dit précédemment sur le lien en- 
tre les morphismes traces et les Tij{FE{s,t)). En effet, il est clair que l'analyticité 
des traces de formes holomorphes ^'-relatives quelconques sur X entraine automa- 
tiquement l'analyticité des traces de formes de Newton , donc l'analyticité des ap- 
plications Tij{FE{s,t)) dans toute écaille E et par suite l'isotropie de FE{s,t). Il 
suffit simplement d'utiliser le procédé de symétrisation des formes pour obtenir des 
sections du faisceau des formes "symétriques" sur Sym'^(i?) qui, via le plongement 
"en Newton" Sym'^(S) — > Sm{C'^), se décrivent naturellement en fonction de 

l<m<k 

formes de Newton ■ 

2.0.6. Preuve de la proposition 2. 

♦ Supposons TT est analytiquement géométriquement plat. Comme il est, 
en particulier, universellement n- équidimensionnel, on peut toujours insérer ces 
données locales dans un diagramme commutatif 




avec / fini et surjectif, Z := S xU x B,Y :~ S xU, U (resp. B) étant un polydisque 
relativement compact de C" (resp.C^ ), q, q' et r étant les projections canoniques. 

La proposition 4 assure l'existence de morphisme trace 7^*^ : f*^x/s ~^ ^y/s 
ayant les propriétés que l'on sait. Comme pour tout faisceau de groupes abéliens 
sur X, on dispose d'une suite spectrale de Leray 'SVqiJR^ f\J-' IR^^^niJ^, 
qui, au vu de la finitude de /, dégénère et donne, en particulier, l'isomorphisme 
IR^TTiO^/g ~ on obtient, en appliquant à Tp, le foncteur IR^çi (qui 

est exact à droite), un morphisme canonique 



Si Xi et X2 sont deux cycles installés localement dans une même écaille adaptée avec 
/i et /2 pour morphismes finis respectifs, alors ^*®/2 = ^* + T'^ 
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Par ailleurs, pour tout ouvert de Stein S' de S, une simple application d'une 
formule de type Kûnneth et du théorème B de Cartan, donne V isomorphisme 
JR'^ q\Q,Y / s i'^') — '^ciU,^u)®cOs{S'), dont la composé avec la trace absolue (ou 
la dualité de Serre) HJ!^(t/, O^) C donnée par l'intégration de représentants 
de Dolbeault de classes de cohomologie, donne l'isomorphisme de faisceaux : 
M'^qi^Y/s — On en déduit, alors, le diagramme naturellement commutatif de 
faisceaux analytiques 




Os 

Propriétés de ^ 

• Continuité topologique. Montrons que ce morphisme d'intégration est 
continu dans un sens que l'on va préciser. Pour cela, rappelons d'abord que, 

(a) selon [A.K], [A.Bl]), si X est un espace topologique et $ est une famille 
paracompactifiante de supports de X, un recouvrement ouvert il est dit adapté à $ 
si pour tout F e $, Ui appartient à $. [A.Bl] nous explique bien comment 

munir les groupes de cohomologie H|>(X, JF) d'une topologie de type limite inductive 
d'espaces de Banach et de Souslin. 

(b) Si TT : X ^ S' est un morphisme d'espaces complexes, il est connu que la 
famille des fermés de X sur lesquels la restriction de tt est propre est une famille 
paracompactifiante de supports de X admettant toujours des recouvrements ouverts 
adaptés. 

De plus, on sait que pour tout ouvert de Stein W de S, le groupe de cohomologie 
r(W, H'^TTifi^^g) (resp. T{W, Os)) peut être muni d'une topologie d'espace de type 
Q.F.S (resp. F.S) (cf par exemple [A.K], [A.Bl], [B.S]). Si ^W) est la famille de 
supports dont les fermés sont propres sur W, le faisceau analytique H^TTilî^^g est 
engendré, sur S, par le préfaisceau 

w^îil^w){^-\w),n3,/s) 

et chaque ouvert 7r~^{W) admet un recouvrement ouvert 5J dont les éléments sont 
$(VF)-adaptés et "plongeables" dans des ouverts de type S x U x B. On peut 
remarquer que, grâce à l'ouverture et la surjectivité de tt, on peut simplifier la 
construction en prenant W :— 7c{V) et nous ramener principalement à l'étude de 
la topologie sur H^(V, ^x/w)- suite, on note encore par X cet ouvert V. 
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Alors, dans cette configuration locale, on a les isomorphismes essentiellement dûs 
aiix dégénérescence de suites spectrales de Leray 

On en déduit par des arguments classiques la topologie adéquate (cf [A.K], [A.Bl], 
[Do] etc). 

Comme on l'a déjà dit dans [Kl], (2.2.1), p. 56, la trace est intimement liée à 
l'intégration locale par la formule 

J\Xs\n(U'xB) J{s}xU' J{8}xU' 

où s est un point fixé de Sq, U un polydisque de C" défini comme de coutume, U' un 
polydisque de U ne rencontrant pas l'ensemble de ramification {fj)i<j<k 
désignant les branches locales de \Xs\ sur U', ^ G T{U x B, ^^j/xb) st a une section 
de Ac~'''^iU'), c'est-à-dire une (n — q,n) forme à coefficients C°° et à support 
compact dans U' . 

La convergence des ces intégrales étant assurée par le théorème d'intégration sur un 
sous ensemble analytique de Lelong ([L]). Comme n est analytiquement géométriquement 

j=k 

plat, les formes méromorphes Tf{^) = ^/*(^) se prolongent analytiquement à 
S X U ; ce qui nous définit une application linéaire 

q=n 
q=0 

La continuité d'une telle application résulte soit d' arguments classiques reposant 
sur les formules intégrales et inégalités de Cauchy soit en regardant simplement la 
trace définie dans la situation universelle (cf [Kl], (1.0.3.2), p. 23) nous ramenant 
à des majorations de fonctions ou formes de Newton (cf lemme 5 de [Bl]). Elle se 
prolonge donc en une application linéaire continue sur les complétés topologiques 

q=n 

e : A2~'''''{U)êc^'^{B) Os{S). Par ailleurs, la formule de Stokes nous mon- 

tre qu'elle est nulle sur les formes à support 5-propre et 9-exacte. D'oii, grâce à 
une formule de type Kiinneth "nucléaire" et une interprétation connue de la coho- 
mologie à support 5-propre, une (unique) application linéaire continue 

r{S,JR-n..{n^SxUxB/s)\x) ^r{S,Os) 
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donnant, de façon évidente, grâce à la flèche de restriction (qui est un morphisme 
nucléaire de faisceaux de Frechet) {^^xUxB/s)\x ~^ ^x/s^ diagramme commu- 
tatif d'applications continues 



riS,JR-7riQ^s.u.B/s)\x 



-^r(5,]R-7r!(n^/5)) 




Dans cette situation locale, on dispose d'une classe fondamentale relative pondérée, 
Ctt.x, pour TT ([Kl], ^4,théorème 0, p. 82 ). On peut supposer, si on le désire, 
que X est la pondération standard. Dès lors, on peut "raccrocher" ce morphisme 
d'intégration ^ à la flèche d'intégration le long des fibres de la projection pi : 
S X U X B ^ S. En effet, en notant Z := U x S, il est connu que la résolution 
de Dolbeault 0,^ ~^ («^z*'^) fournit, par tensorisation complétée, une résolution 
acyclique de Os{V)<Sic^*z P^^ faisceaux fins, et ce pour tout ouvert de Stein V 
de S. Il est, alors, facile d'en déduire, grâce à la trace absolue, une trace relative 

: IR-+^p,,n^:-^/, -> Os 

de formation compatible à tout changement de base. Alors, le cup produit par la 
classe fondamentale relative Cx/s de [B4] ou plus généralement par Ct^^x, induit le 
diagramme commutatif 



/ 



L 



Os 




La compatibilité de la trace vis-à-vis de l'additivité des pondérations entraine 
évidemment la même propriété pour le morphisme ^. 

♦ Réciproquement, si ^ '■ IR^yriO^^g — * Os est un morphisme Os- linéaire 
continu et compatible aux changements de bases réduits, alors tt est analytiquement 
géométriquement plat. 

En effet, la dualité analytique relative pour une projection et un morphisme propre 
de [R.R.V] et l'isomorphisme de Verdier [V] donne l'isomorphisme 

Kom(]R^7r!J7^/s, Os) ~ Kom(/*lî^/5, fî^/^) 

Cela nous dit que cette intégration sur les fibres de tt, accouche naturellement 
d' un morphisme f*^x/s ~^ ^y/s ^Y^^^ de toute évidence les mêmes propriétés 



- 31 - 



que On prendra garde que le morphisme ainsi obtenu par dualité n'est pas 
automatiquement un morphisme trace! 

Mais, par construction même de ^, la flèche précédente est un morphisme trace 
Tp : f*^x/s ~^ ^Y/s prolongeant naturellement la trace usuelle f*f*^Y/s ~^ ^y/s 
, compatible aux changements de bases réduits et aux localisations sur X etY. Ceci 
étant vrai pour tout / fini et surjectif, on conclut grâce a la proposition 4- B 

Armé de la proposition 2 traitant la situation locale que l'on va globaliser, nous 
sommes en mesure à présent de donner la 

2.0.7. Preuve de la proposition fondamentale 1. 

Dans toute la suite on supposera X paracompact et complètement paracompact. 

♦ Supposons TT analytiquement géométriquement plat et donnons nous un re- 
couvrement ouvert localement fini {Xa)aeA de X muni d'installations locales 

^ Zct 




S 

avec a a un plongement local, iTa la restriction de tt à X^, Yq, et Zq, sont lisses sur S, 
PajÇa et Ta lisses. De tels recouvrements existent puisque tt est universellement n- 
équidimensionnel. De plus, on peut les choisir convenablement adaptés à la famille 
des supports ^'-propres dans X (cf [A.K], [A.Bl]*^^^ Alors, tt étant analytiquement 
géométriquement plat et cette notion étant compatible aux localisations ouvertes 
sur X et S, chaque morphisme tTq, l'est aussi. Il résulte, alors, de la proposition 2, 
une collection de morphismes d'intégration 

/ : Œ^^TTaïQ^^/g Os 

Xce étant la restriction à l'ouvert X^ de la pondération analytiquement géométriquement 
plate X. 

La proposition (1.1) de [A.Bl] montre d'ailleurs que, si X est paracompact et complètement 
paracompact, toute famille paracompactifiante à base dénombrable admet toujours un re- 
couvrement ouvert localement fini adapté. 
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Mais TT étant à fibres de dimension pure n, le lemme de Reiffen assure l'exactitude 
à droite du foncteur IR^tti de laquelle résulte la suite exacte à droite 



a€A 

Ainsi, obtient-on, par recollement, une flèche globale 

: M'^TT-n^/s ^ Os 

7r,X 

dont il est facile de vérifier les propriétés annoncées puisqu'elles sont héritées des 
propriétés de f ^ données par la proposition 2. 

L'indépendance de la construction vis-à-vis du recouvrement ouvert choisi découle 
de la notion même de platitude géométrique contenue dans la proposition 4 ou du 
lemme des recouvrements de Varouchas [Va] en prenant en compte la conservation 
de la (S-analyticité par rétrécissement en Ua et Ba- 

Sa compatibilité globale avec tout changement de base entre espaces complexes 
réduits s'impose par définition. En effet, si : T — > 5 est un morphisme d'espaces 
complexes réduits et 



le diagramme de changement de base associé. Alors ttt est analytiquement géométriquement 
plat et la compatibilité aux changements de bases résulte de la formule (classique) 



♦ Réciproquement, supposons donné un morphisme tt : X ^ S universellement n- 
équidimensionnel muni d'une certaine pondération X et d'un morphisme d'intégration 
global 

[ : IR^TT-n^/g ^ Os 

J TV,X 

Cg-linéaire, continu, compatible à tout changement de base entre espaces complexes 
réduits de dimension finie et donnant l'intégration usuelle dans le cas absolu. Mon- 
trons, alors, que tt est analytiquement géométriquement plat. 
On suppoera X dénombrable à l'infini, paracompact et complètement paracompact. 
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Comme le faisceau analytique IR^irifl^^g est engendré, sur S, par le préfaisceau 

^{W) étant une famille de supports dont les fermés sont propres sur W ouvert de 
Stein de S, il est facile d'adapter convenablement [B.V] pour décrire explicitement 
le morphisme d'intégration au moyen d'un calcul en termes de cochaines de Cech 
(cf [Kl], (2.1), p. 53). La seule difficulté technique consiste à produire des recouvre- 
ments ouverts trivialisants pour tt, en prenant des cartes adaptées à chaque fibre 
et à la famille des fermés S'-propres dans X. 

Comme ^ est global et compatible aux changement de bases, il ne dépend 
pas du recouvrement ouvert choisi pour le définir et, est compatible en un sens 
évident aux raffinements entre recouvrements ouverts sur X qui est paracom- 
pact. On peut donc se ramener à la situation locale donnée par la proposition 
2. Les propriétés de ce morphisme ont pour effet immédiat de rendre invariante, 
par raffinement ou rétrécissement des ouverts, la 5'-analyticité des traces obtenues 
par découpages dans des données locales. En effet, n étant universellement n- 
équidimensionnel, on peut toujours le factoriser localement en un diagramme com- 

mutatif X =z~:^^Y~~:^ S ^^^'^ f surjectif sur Y lisse sur S et de di- 

mension relative n. Mais comme on l'a déjà vu, dans cette situation locale, on 
a un morphisme d'intégration locale JR^gif^Q^/s ~^ induisant, par construc- 
tion même de l'intégration sur les cycles, un morphisme de faisceaux O^-cohérents 
f*^^/s ^ ^Y/s nécessairement un morphisme trace de formation naturelle- 
ment stable par n'importe quel changement de base entre espaces complexes réduits 
et rendant commutatif le diagramme Î*Î*^y/s ___ _ > f*^x/s ^ ^Y/s c[ui im- 
pose la platitude géométrique de /. 

De plus, l'invariance par rétrécissement ou raffinement des ouverts dont il a été 
question plus haut à propos du morphisme d'intégration globale montre que ces 
traces locales héritent de cette propriété. 

Il apparaît, ainsi, que le morphisme global d'intégration induit une collection de 
morphismes trace compatibles aux changement de base entre espaces complexes 
réduits, prolongeant naturellement les traces usuelles, compatibles aux localisations 
sur X (et par suite insensible aux changement de projections quelconques); ce qui 
prouve la platitude géométrique analytique de tt en vertu de la proposition 2. ■ 

2.0.8. Quelques corollaires. 
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Corollaire2. Equidimensionnalité universelle et trace. 

Soit TT G S{S, n) pondéré par un cycle X. Alors, pour toute projection Gnie / : X — > 
S X U où U, comme de coutume, désigne un ouvert relativement compact de C^, 
il existe un unique morphisme trace Os -linéaire continue 

compatible aux changements de bases et à l'additivité des pondérations. De plus, 
si la pondération X est continûment géométriquement plate, x) ^s^c^u- 

Démonstration, n : X ^ S étant universellement n-équidimensionnel, il se fac- 
torise localement en un morphisme fini suivi d'une projection ou plus précisemment 
s'installe localement, par rapport à l'une quelconque de ses fibres, dans le dia- 
gramme commutatif 

X S~Sx U xB 

Y " 

Sx U 

, dans lesquelles / est un morphisme fini surjectif et ouvert, a un plongement local 
et où les flèches non précisées sont les projections canoniques. 
Alors, l'image directe définie au sens des courants (cf [Kl], (1.0. 3.1), p. 22) donnée 
par le morphisme 

/* : f*T>^^ — > 2^5g°x[/ transforme, en particulier, toute n-forme holomorphe sur X 
en un courant ^-fermé de type (n, 0) sur Sq x U. Mais, modulo Os^y^u- tor- 
sion, tout courant 9-fermé de type (n, 0) s'identifie naturellement, d'après [B2], 
à une section du faisceau oj'g^y^u qui, d'après [K2], se " décompose nucléairement 
" en ijj'^g^®c^\j , grâce au lemme de Dolbeault-Grothendieck et aux résulats 

généraux de ce dernier sur les espaces nucléaires. Il apparaît clairement que ce 
morphisme précédemment cité agit sur les formes ^-relatives en donnant la flèche 

Par ailleurs, on dispose, d'un opérateur trace associant à toute n- forme holomorphe 

i=k 

^ sur X l'expression Tf'{^) := fîiV)^ dans laquelle {fi)i<i<k désigne les branches 

1=1 

locales du revêtement ramiflé générique déflni par / (cf [Kl], ( 1.0.3.1), p. 23). Il 
va sans dire que les opérateurs Tp et /* agissent de la même façon sur les formes 
S'-relatives. 

On peut préciser un peu plus l'image de cette trace en utilisant la stabilité par 
changement de base de la notion d'universalité équidimensionnelle. En effet, en 
considérant une désingularisation de S ou tout simplement sa normalisation rj : 
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S ^ S, on voit, grâce a la proposition 4, que le morphisme tt : X ^ S déduit de 
TT dans un tel changement de base est encore n-universellement équidimensionnel 
sur une base normale (ou lisse). Les factorisations locales produisent, alors, des 
traces locales : f*^^/§ ^^xu/s P^i^q^^ espace normal toute fonction 

génériquement holomorphe est automatiquement holomorphe. Par conséquent, n 
est analytiquement géométriquement plat en vertu de la proposition 4 • Alors, 
utilisant des arguments standards de transversalité d' applications nucléaires, on 
en déduit que l'image des traces locales relatives à tt sont à valeurs dans le faisceau 
?7*0_§(8)c^u^- Mais 77* = Og = C^^^"^^ est le faisceau des fonctions méromorphes 
se prolongeant holomorphiquement sur toute désingularisée de Sq ou simplement 
le faisceau des fonctions méromorphes localement bornées que l'on avait noté Og 
dans [Kl], (1.2.0), p.32. 

La compatiblité aux changements de bases est une conséquence conjointe de la 
stabilité du faisceau £g.^^ par image réciproque de morphisme d'espaces complexes et 
des propriétés de la trace donnés par la proposition 4- La compatibilité à l'additivité 
des pondérations est évidente. 

Si la pondération est continûment géométriquement plate, le théorème du change- 
ment de projection (cf [Bl], théorème 2, p. 42) disant que le passage d'une carte 
à une autre est toujours méromorphe continue, est strictement équivalent au fait 
que, pour toute paramérisation locale ^'-relative / : X — > 5, le morphisme trace est 
en fait à valeurs dans le faisceau C^®c^[/ (i-e la variation en s est méromorphe 
continue). ■ 

Corollaires. Soit tt e £{S, n) muni d'une pondération X. Alors tt appartient à 
Ça{S,n) si et seulement si pour toute factorisation locale X Y S de 

TT 

TT avec f Gni et surjectif et q lisse de dimension relative n, il existe un (unique) 
morphisme trace '■ f*^x Oy compatible aux changements de bases entre 
espaces complexes réduits et de nature local sur XetY. 

Démonstration. C'est un exercice simple d'algèbre linéaire. Pour être plus précis, 
supposons Y = S X U et X plongé dans S x U x B et notons t := (ti, ■ ■ ■ , t„) (resp 
X := (xi, ■ ■ ■ , Xp)) le point courant de U (resp. B) et désignons par qo : U x B ^ U 
la projection linéaire canonique envoyant {t,x) sur t. En vertu du lemme (5.3) de 



Si Z est un espace complexe réduit et de dimension pure, on note >C| le faisceau des k- 
formes méromorphes sur Z dont l'image réciproque par tout morphisme de désingularisation 
se prolonge holomorphiquement sur la désingularisée de Z. Pour plus de précisions, on 
renvoie le lecteur à [K2] . 
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[Kl], §5, p. 86, toute n-forme holomorphe S relative sur X au voisinage d'un point 
fixé s'écrit comme la somme gj^j{s,t,x)dt^ A dx'^ . Mais chacun de ces 

\I\ + \J\^n 

termes s'écrira sous la forme gi,j{s, t, x)Hi j{s, t, x)dt avec Hi^j{s, t, x) s'exprimant 
naturellement en fonction des mineurs de la jacobienne du changement de projection 
associé. Alors, la linéarité de la trace permet, grâce à l'hypothèse, d'en déduire 
un morphisme trace T^"^ : f*^x/s ^ ^SxU/s ®^ pour tout /.D'oii la platitude 
géométrique analytique en vertu de la proposition 4 B 

Corollaire4. Soit tt E £{S, n) pondéré par un cycle X. Alors 

(i) si S est localement irréductible, tt est continûment géométriquement plat. 

(ii) si S est normal tt est analytiquement géométriquement plat. 

(iii) si S est faiblement normal et tt continûment géométriquement plat, tt est ana- 
lytiquement géométriquement plat. 

Démonstration. Elle repose essentiellement sur le corollaire 2. Soit sq dans S. Alors, 
il existe voisinage ouvert Sq de sq dans S et une famille d'écaillés ou de cartes 
(Ea '■= (Ua, Boi, o'c())cxeA Sq- adaptées à Xg^ de sorte que, pour tout a & A, on ait 
une installation (locale) 




So ^ ^ So X U, 



dans laquelle fa est un morphisme fini et surjectif, est un plongement local, pa et 
Qq étant les projections canoniques. De telles cartes, que l'on peut choisir centrées 
par un rapport à un point privilégié sur la fibre, existent toujours (cf [A.S]). 
D'après le corollaire ^, pour chaque indice a, on dispose d'un morphisme trace 

Il nous suffit simplement d'utiliser la proposition 4 et la caractérisation de l'irréductibilité 
locale, de la normalité et de la faible normalité énoncée dans [Kl], (1.2.0), p. 32, 
disant que 

• Og ~ Og si et seulement si S est localement irréductible, 

• Os — Og si et seulement si S est faiblement normal, 

• Os — Og si et seulement si S est normal. ■ 

Corollaires. Dans la catégorie des espaces analytiques complexes réduits de 
dimension Gnie, les morphismes de Tor-dimension finie à Gbres de dimension pure 
constante sont analytiquement géométriquement plats. 
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Démonstration. Comme les fibres sont de dimension pure constante n, le lemme de 
factorisation ([Fi]) montre que pour tout x de X il existe une factorisation locale 

en X c'est-à-dire un diagramme coomutatif X ^~I_^_ Y^ __1^ S où X désigne en 

fait un voisinage ouvert U de x, Y lisse sur S que l'on peut écrire sous la forme 
S xV avec V ouvert de C"^, / fini et surjectif et q lisse de dimension relative n. 
Il est facile de voir que / est nécessairement de Tor-dimension finie. La preuve 
donnée dans [M.F.K] et que nous rappelons pour la commodité du lecteur s'applique 
bien dans le contexte de la géométrie analytique locale. En effet, considérons le 
diagramme cartésien 

X XsY^^X 

a 

Y y 

Y — 

dans lequel a := {idx x /) est une section de q' . Comme g est lisse, q' l'est 
aussi. Par ailleurs, le changement de base donné par q étant cohomologiquement 
transverse, n' est aussi de Tor-dimension finie (en fait, on peut se ramener au cas 
onY = S xU permettant de voir rapidement que n' possède cette propriété) . Alors 
X s'identifie à un sous espace fermé localement intersection complète dans X XgY 
et donc de Tor-dimension finie. Mais / étant la composée de deux morphismes de 
Tor-dimension finie l'est aussi*^^-* 

Il nous reste alors à voir que chaque morphisme fini d'une telle factorisation est 
naturellement muni d'un morphisme trace. Or, pour cela, il suffit simplement de se 
rappeler que la construction de telles traces étant de nature locale, on se ramène, 
après "germification, à un problème d'algèbre analytique locale que l'on surmonte 
en adaptant sans efforts conséquents le lemme de construction de la trace pour les 
morphismes de Tor-dimension finie (algébriques) (cf [Kl], lemme (5.0), p. 85). On 
produit, ainsi, des morphismes traces au sens précédemment décrits et, on termine 
en invoquant la proposition 4- B 

2.0.9. Remarques. 

(i) les hypothèses du corollaire 3 nous donnent, si X est plongé dans Z lisse et de 
dimension relative p sur Y :— S x U , un morphisme Ox —>■ ^xt^iOx-, ^^z/y)- 

Réciproquement, si un morphisme se factorise localement en un morphisme fini de Tor- 
dimension finie suivi d'un morphisme lisse, il est nécessairement de Tor-dimension finie. 
Par ailleurs, d'après [Ry], un morphisme fini de Tor-dimension finie définit toujours une 
famille analytique de 0-cycles et il est donc ouvert. 



- 38 - 



facile de voir que la platitude géométrique analytique revient à montrer l'existence 
d'un unique morphisme Ox £xtP{Oxi^^z/s) envoyant la fonction 1 sur une 
classe particulièrement intéressante que l'on aura l'occasion d'évoquer dans (2.1). 
(il) Le corollaire 4 donne des conditions suffisantes (et non nécessaires) portant sur 
l'espace des paramètres. Par construction, les morphismes continûment géométriquement 
plat (resp. analytiquement géométriquement plat) produisent toujours des fonc- 
tions méromorphes continues sur S c'est-à-dire des sections du faisceau Og (resp. 
holomorphes sur S). 

(iii) Comme on le voit, la nature du morphisme est entièrement déterminée par la 
possibilité ou pas de prolonger analytiquement les sections de ce faisceau. Ainsi, le 
coeur du problème consiste à trouver une raison assurant ce prolongement holomor- 
phe sur Sq x Ua tout entier, en ayant la stabilité par changement de base quelconque 
entre espaces complexes réduits et la compatibilité aux restrictions ouvertes sur Ua 

2.1. Platitude géométrique analytique et morphisme classe fondamentale 
relative pondéré. 

2.1.0. Avant d'entrer dans le vif du sujet, rappelons rapidement que: 
• si TT : X ^ 5 est un morphisme universellement n-équidimensionnel pondéré par 
un certain cycle X, un faisceau cohérent sur X est dit vérifié la propriété de 
la trace relative si pour tout diagramme commutatif d'installation locale (4) 




dans lequel a est un plongement local de codimension p dans Z lisse sur S de 
dimension relative m := n+p, Y lisse sur S de dimension relative n, q', q" et q sont 
des morphismes lisses, / fini, surjectif et oii l'on désigne encore par tt la restriction 
de TT à une telle donnée locale, est naturellement associé à un diagramme commutatif 



crn 



Id 
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dans lequel : f^Ox Oy est la trace usuelle et est un morphisme trace 
déterminé par X. 

• Si Ti : X ^ S est un morphisme universellement n-équidimensionnel et {Xa)aeA 
un recouvrement ouvert localement fini de X adapté à tt, on désignera par (élk)^ 
tout diagramme d'installation locale donnée par 




oii a a, est un plongement local, tTq, la restriction de tt à Xq,, et Z^, des espaces com- 
plexes lisses sur S de dimension relative n+p et n respectivement, Ça,?^ et q'^ lisses. 
De tels recouvrements existent puisque tt est universellement n-équidimensionnel. 
De plus, on peut les choisir convenablement adaptés à la famille des supports S- 
propres dans X(cf [A.K], [A.Bl]). Si tt est analytiquement géométriquement plat, 
il en est de même de tTq, et fa puisque cette notion est compatible aux localisations 
ouvertes sur X et S. 

Enfin, rappelons (cf [Kl], (4.1.1), p.82) 

Théorème 0. Soient S, Z et X des espaces analytiques complexes réduits 
installés dans le diagranune conunutatif X ^^.^^^_ Z _Jl^ S dans lequel q est lisse 

de dimension relative n + p, a est un plongement local et tt un morphisme con- 
tinûment n-géométriquement plat (donc universellement n-équidimensionnel) muni 
d'une certaine pondération X. 

Alors TT est analytiquement n-géométriquement plat si et seulement si il existe une 
classe de cohomologie C^^^x de H^(Z', ^^z/s^ vériûant les propriétés suivantes: 
elle est de nature locale sur X et S, de formation compatible à l'additivité des 
pondérations et à tout changement de base entre espaces complexes réduits donnant, 
en particulier, pour chaque s Gxé la classe fondamentale absolue du cycle [7r~^(s)]. 
De plus, si 3C est la pondération standard, Cj^^x = Cx/s construite dans [B4]. 

L'élément C-j^^x ^ été appelé classe fondamentale relative pondérée associée à tt. 

Dans ce qui suit, nous allons établir les deux propositions suivantes : 
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Proposition 5. Cas global. 

Soit n un clément de S {S, n) muni d'une pondération X. Alors, tt est analytiquement 
géométriquement plat si et seulement si il existe un unique morphisme canonique 
de faisceaux cohérents C-j^^x '■ ^x/s ~^ '^tt vériGant les propriétés suivantes: 

(i) j] est de formation compatible à l'additivité des pondérations^^\ aux changement 
de base réduit et satisfait la propriété de la trace relative, 

(ii) il induit un morphisme de complexes différentiels gradués 

^*,x • ^x/s ~^ ^* 



Proposition 6. Cas local. 

Soient X , Z et S trois espaces analytiques complexes réduits munis du diagramme 
commutatif X ~~~.1_2 Z ^\^ S dans lequel tt est un morphisme universellement 

TV 

n-équidimensionnel pondéré par un certain cycle X, a est un plongement dans Z 
lisse sur S et de dimension relative n + p et q la projection canonique. 

Alors TT est analytiquement géométriquement plat si et seulement si il existe un 

unique morphisme canonique de faisceaux cohérents Cj^^x '■ ^x/s ~^ ^"^t^i^x^^^z/s^ 
de formation compatible à l'additivité des pondérations et à tout changement de 
base entre espaces complexes réduits de dimension finie et satisfaisant la propriété 
de la trace relative. 

Il nous est, alors, facile de connecter ce morphisme aux classes fondamentales rela- 
tives de [B4] et [A.E] grâce au 



CoroUaireG. Sous les hypothèses de la proposition 6, on a: 

(i) Ct^^x définit un unique élément de ExtP{Ox ,^^z/s^ dont l'image par le mor- 
phisme canonique Exf^ {Oxi^^z/s") ~^ -^fx|("^' ^z/s) classe fondamentale 
relative pondérée Ct^^x, coïncidant, si X est la pondération standard, avec la classe 
de [B4] (cfle théorème 0)). 

(ii) Si X est la pondération algébrique (ce qui correspond au cas où tt est un 
morphisme plat ou plus généralement de Tor- dimension finie), ce morphisme coin- 
cide, dans le cadre algébrique, avec le morphisme classe fondamentale relative de 



En un sens que l'on précisera. 
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/A.£y(io) étendu à ce cadre. On a, de plus, le diagramme commutatif 



2.1.1. Preuve de la proposition 6. 

♦ Supposons TT analytiquement géométriquement plat. Alors, la proposition 2, 
nous conduit à montrer que la donnée du morphisme d'intégration, 

[ : IR^TT-O^/g ^ Os 

doté des propriétés qui le caractérisent, est entièrement conditionnée par la donnée 
d'un unique morphisme global de faisceaux Cx-cohérents Ct^,x '■ ^x/s ~^ ^^t^iPxi ^^/g)- 
vérifiant les propriétés requises. 

Comme il a été dit à maintes reprises, les données relatives a, X, Z et S peuvent 
être complétées et consignées dans un diagramme d'installation locale du type 
de la page 37. La finitude de / et a, l'annulation des faisceaux de cohomologie 
IR-^TTiO^^g,, pour tout j > n {iT étant à fibres de dimension pure n) donnent, grâce 
aiix suites spectrales de Leray, les isomorphismes 

IR-^Trifi^/g - ^""Qi'U^x/s - ^""qic^Mx/s 

Alors, la dualité analytique relative appliquées aux projections canoniques q (resp. 
q") et l'isomorphisme de Verdier (cf [V], théorème 3, p. 397) q'{Os) — ^^~^g[n + p] 



^^^"^ Cela signifie exactement que, siir : X ^ S est un morphisme analytiquement géométriquement 
plat d'espaces complexes réduits de dimension finie avec X muni d'un S-plongement, a, de 
codimension p fibre par fibre dans Z lisse sur S, la construction de [A.E] s'adapte par- 
faitement à ce cadre et fournit un relèvement naturelle de la classe fondamentale relative 
pondérée à valeurs dans Ext^ {O x , ^^^s") ' 
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(resp. q"\Os) — ^Y^g[n]), donnent la succession d'isomorphismes 



Kom(lR-gf7.17- Os) 



Hom(IRg[7*n^/g[n], Os) ^ Hom(]Rg!CT,.n^/g[n], Os) 



Hom(/.n-/s[n],g"'(Os)) ^mom{a,n^/s[n],q\Os)) 



Kom(/.n^/g[n], n^/5[n]) ^ Hom((j.n^/g[n], 0^+|[n + p]) 

Appliquant, de nouveau, la dualité analytique pour un morphisme propre (cf [RRV]) 
et donc, en particulier, pour un plongement et utilisant la définition de 
on aboutit, grâce au lemme 2, donnant l'annulation des faisceaux de cohomologie 
W (JRho'm{a^Ox,^^^s\p\^ pour tout j < 0, à l'isomorphisme 

lHom((j*n^/s[n], n^+|[n + p]) ~ Hom(n^/5, SxtP{Ox, ^zjs)) 



Ainsi, la donnée d'un morphisme de IR^^yriO^^g à valeurs dans le faisceau cohérent 
Os est strictement équivalente à la donnée des deiix morphismes f*^x/s ~^ ^y/s 
et ^ SxtP{Ox, ^zjs)- 

Désignons par images de ^ par ces iso morphismes. La propositi 



2 et la proposition 4 montrent que Tfx véritable morphisme trace héritant 

de toutes les propriétés fonctorielles de ^ et en particulier de la stabilité par 
changement de base et de la compatibilité avec les pondérations. Il nous reste à 
étudier les propriétés du morphisme C^^^x ' ^x/s ~^ SxP'^Ox^^^z^s)- 

(i) Propriété de la trace relative. 

Comme, d'une part, ^st un morphisme trace prolongeant la trace naturelle 
f^f^Qy/s ~^ ^Y/s '1^^' d'autre part, la version locale du point (v) du théorème 1 
nous fournit une flèche 'M!^'K\Sxt'P{Ox, ^^■Js) ~^ ^■S' d'ailleurs, strictement équivalente 



à la donnée d'un morphisme f^Ext^iOx^^^s) ~^ ^yys' déduit un dia- 



^^^^ Pour tout faisceau cohérent sur on a a ^a\F := JRhom{a^Ox, ^) 



gramme 



n 

Y/S 



Id 



Qn 



dont la commutativité se vérifie simplement aux points génériques de X en choisis- 
sant une suite régulière définissant X autour d'un tel point et procédant à un calcul 
facile en terme de symboles. De plus, le faisceau 8x1^(0 x, ^^/^f) 6st universel pour 
cette propriété dans le sens où tout faisceau cohérent J- sur X vérifiant la propriété 
de la trace relative donne une factorisation 



f.x 



■f.x 



Qn 



Id 



on 
^'■Y/S 



(ii) Stabilité par changement de base. 

Soulignons le fait que la stabilité par changement de base arbitraire d'un tel mor- 
phisme est difficilement réalisable (voir même irréalisable!) sans hypothèse sur 7r^^'^\ 
Il s'avère que la platitude géométrique analytique est suffisamment forte et souple 
pour permettre une telle propriété sur le faisceau £xt'P{Ox, ^^z^)- Comme la sit- 
uation (tout comme le problème ) est purement locale, tout morphisme d'espaces 
complexes réduits de dimension pure rj : Si ^ S induit un diagramme commutatif 
de changement de base du type 

Zi—^Z 




q 



avec (Zi, Xi, 5*1; (Ti, g, tti) vérifiant les hypothèses de la proposition 6, p. 40. De plus, 
la notion de platitude géométrique étant stable par changement de base, tti est aussi 

^■"^^^ Le problème vient du fait que les faisceaux Ext se comportent mal par changement de 
base! Mais c'est le cas si tt est plat ou si le changement de base est cohomologiquement 
transverse à tt (cf [Ba]) 



-44- 



analytiquement géométriquement plat muni de la pondération Xi := (0 x Ids)*X, 
et q étant lisse, qi l'est aussi. 

Pour que les morphismes classes fondamentales relatives pondérées soient stables 
par changement de base, il suffirait (et il est nécessaire) que le morphisme 0*(C7r,3e) : 

Q*^x/s ^ Q*£xtP{Ox,^l'}s) se factorise au travers de £xtP{Ox„^l'lJs,) ^e 
sorte à avoir un diagramme commutatif 



ovl la première flèche verticale est un isomorphisme. Ainsi, tout repose sur l'existence 
a une image réciproque 

Q*ExV{Ox,^''zis) «^^^^l^^i'^J/si) qui prolongerait 
l'image réciproque des formes holomorphes S'-relatives aux points réguliers de tt. 
Mais la succession d'isomorphismes précédents, la formule de changement de base 

pour l'intégration 0*( / ) = / l'isomorphisme 0*f2^^g ~ ^Xi/Si i^on- 

trent clairement que 0* fait correspondre aux morphismes TJ'^ et C^^^e les mor- 
phismes Tp^ et C,ri,Xi- Mais la propriété de la trace relative caractérisant ce 
dernier impose, par universalité, l'existence d'un unique morphisme 0* : Q*ExtP{Pxi ^^/s) 
Ext^iPxxt^^^^^g^ prolongeant naturellement l'image réciproque des formes holo- 
morphes aux points réguliers de tt. 

En anticipant un peu, en utilisant le fait que C^^^x donne naturellement la classe 
Ctt.x du théorème 0, on se ramène à faire la vérification dans le cas de la pondération 
standard et donc de la classe fondamentale relative Cx/s construite dans [B4] qui est 
entièrement caractérisée par la propriété de la trace relative et stable par change- 
ment de base. Alors, l'égalité 0*(Cx/s) = Cx^/Si fait que 0*(C7r,x) coïncide 
/S-génériquement avec Cni,Xi montrent (par universalité) qu'il existe nécessairement 
un unique morphisme 0* : Q*£xtP{Ox, îî^/|) ^ £xtP{Ox^ , ^zt/s^ ) relevant l'image 
réciproque 0* : H^(Z, fî^^^) — > H^^ (Zi, fi^^^^^) et rendant commutatif le dia- 
gramme précédent. 

♦ Réciproquement, supposons donné un morphisme tt : X ^ S universelle- 
ment n-équidimensionnel, localement installé en codimension p dans Z lisse sur S, 
muni d'une pondération X et d'un morphisme canonique de faisceaux cohérents 
Ctt.x : ^x/s ~^ £xtP{Ox, ^^/^g) compatible aux changements de base entre espaces 
complexes réduits, à l'additivité des pondérations et vérifiant la propriété de la 
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trace relative. Montrons, alors, en vertu de la proposition 2, qu' il existe un unique 
morphisme 

^ : IR'^Tr.n^/s ^ Os 



L 



vérifiant les propriétés citées ci-dessus. 

L'un des isomorphismes de la page 39, donné par 



permet d'associer à Cj^^x un unique morphisme IR'^niQ^^g Os que nous allons 
noter ^. Pour vérifier que cet clément possède les propriétés requises, il sufiit 
simplement, par exemple, de se rappeler l'isomorphisme 

Kom(/*f^^/5,ri^y/5) ~ mom{Q'^/s,SxtP{Ox,^z'}s)) 

faisant correspondre à C^^^x un véritable morphisme trace noté T^fx- résulte, 
pour des raisons évidentes dues à la définition même de cette flèche d'intégration et 
à l'égalité des foncteurs lR"^7r! ^ 'iR^q'' f^, que ^ vérifie les propriétés demandées. 
On peut aussi bien remarquer, comme il a été dit plus haut, que la version locale 
du théorème 1 assure l'existence d'une flèche 

M''^T^Sxt^{Ox,^t/s) ^ 
dont on déduit le diagramme commutatif 



Os 

et les propriétés voulues pour le morphisme ^ : IR^TTifi^^g — > Os puisque le 
faisceau Sxt'P{Ox,^^^g) vérifie, par hypothèses, la propriété de la trace relative 
et la stabilité par changement de base. Il induira, donc, des morphismes traces 
prolongeant les traces naturelles et, de ce fait, la compatibilité à l'additivité des 
pondérations. ■ 

2.1.2. Preuve du corollaire 6. 

Nous allons vérifier que Cj^^x contient l'information portée par la classe fondamen- 
tale relative de Barlet (cf [B4]) et qu'il prolonge de façon naturelle, à ce cadre. 
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le morphisme classe fondamentale relative de Angéniol-Elzein (cf [A.E]) construit, 
dans le cadre algébrique, pour un morphisme de Tor- dimension finie. 
Remarquons, d'abord, que les isomorphismes H^(Z', O^^^) ~ r(Z', 7i^(0^^g)) et 

ExtP{Ox,^z/s) - ^{Z,8xtP{Ox,^^z/s)) (^f les lemmes 1 et 2, p.6-7), permettent 
de vérifier localement, au voisinage de X dans Z, une quelconque assertion portant 
sur les groupes globaux. 

Alors, le morphisme de restriction fi^/^ — > ^^x/S' locale liberté des faisceaux 
^*z/s e^ dégénérescences des suites spectrales (cf (1.0.1), p. 9) 

E^^ = Sxt\Q'^/s^^xt^i(^x,^z'}s)) ^vec Ei'^ = 0, Vj < p 
^2*'^' = £xf{Ox,Sxt^{n''z/s^^z'}s)) avec E'^''^ = 0, Vj > 
d'aboutissement £xé+^{Ox ^z/s^ ^z/s)' 

nous donnent immédiatement un mor- 
phisme de faisceaux cohérents canonique 

Hom{n'^/s,SxtP{Ox,^z'}s)) ^ SxtP{Ox,^l/s) 
équivalent à la donnée d'une flèche globalement définie 

Kom(fî^/s, £xtP{Ox,^z'}s)) ^ ^xt^iOx, ^^/s) 

que l'on compose avec le morphisme naturel Ext^ {O x , ^^z / ~^ ■^x('^'^z/s) 
voyant, ainsi, C-^-^x sur un 'élément Cjr.x- Or, par définition ou construction même, 
il satisfait la propriété de la trace relative. Cette dernière se vérifiant localement, on 
se ramène à un problème purement "faisceautique" en considérant, pour tout germe 
de jS-paramétrisation locale / : X ^ y, le morphisme d'' intégration de classes de 
cohomologie à support dans X (qui est propre sur Y puisque fini sur Y) sur les 
fibres p-équidimensionnelles du morphisme lisse q' : Z ^ Y. Plus précisemment, 
on obtient, en tout degré k, les fièches 

prolongeant naturellement les traces usuelles f*f*^Y/s ~^ ^y/s rendent com- 
mutatif le diagramme 

J*i^X/S ^ /*'^xl"z/s/ 




/*/ ^Y/S ^ ^Y/S 
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Le fait que C^r^x soit stable par changement de base entre espaces complexes réduits, 
compatible airx localisations sur X et à l'additivité des pondérations, se déduit 
directement des propriétés du morphisme Cn,x à l'aide d'une vérification locale 
faite aux points génériques de X (ou sur un quelconque ouvert de X dense fibre 
par fibre sur SI). 

On en conclut que C^^^x est exactement la classe C^^^e donnée dans le théorème 
et que, par conséquent, elle coïncide, dans le cas de la pondération standard, avec 
la classe fondamentale relative Cx/s construite dans [B4]. 

En vertu du corollaire 5 (p. 36), tout morphisme tt : X — > 5 à fibres de dimension 
pure constante n et de Tor- dimension finie sur une base réduite est analytiquement 
géométriquement plat. Par conséquent, il lui est associé un unique morphisme de 
faisceaux cohérents Ct^^x vérifiant les propriétés requises. Mais notre situation lo- 
cale s'apparente à celle où S est un schéma localement noethérien excellent, Z un 
S'-schéma localement noethérien, localement de type fini et lisse sur 5' et cr est une 
immersion fermée induisant sur X une projection de Tor-dimension finie à fibres de 
dimension constante n sur S apparaissant, en un certain sens, comme un cas par- 
ticulier de la situation générale décrite par un morphisme localement de type fini, 
équidimensionnel et de Tor-dimension finie entre schémas localement noethériens 
(sans référence à un quelconque plongement). Comparant les construction et in- 
voquant le principe d'unicité, on en déduit que [A.E] qui s'adaptent parfaitement 
à cette situation locale et que C-j^^x est l'analogue analytique local de la classe de 



Enfin, il est facile de faire la connexion entre ces objets grâce au diagramme 



qui est commutatif puisque Cx/s est annulée, au moins génériquement sur 5, par 
tout idéal de définition de X dans Z. Il apparaît que le morphisme C^r.x est l'unique 



2.1.3. Remarque. 

(i) Signalons au lecteur que les arguments globaux utilisés dans [A.E] ne convien- 
nent pas du tout ou tout simplement n'ont pas d'équivalents en géométrie analytique 
complexe. 



[A.E]. 



x/s 



^£xt^{Ox,nl%) 




relèvement du morphisme cup- produit ACx/s ' 
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(ii) Il est évident que Cj^^x induit, en tout degré k, un morphisme de faisceaux de 
groupes abéliens ^ : ^x/s ~^ ^x(^z/s) Produisant un morphisme de complexes 
différentiels C* : ^x/s ~^ munis de la différentielle S'-relative usuelle. 

2.1.4. Preuve de la proposition 5. 

Tout comme dans la proposition 6, p-40, nous allons utiliser l'intégration globale 
de la proposition 1 et montrer que la donnée du morphisme 

j : IR-TTil^^/s ^ Os 

>/ 7r,3E 

doté des propriétés énoncées dans cette proposition, est entièrement conditionnée 
par la donnée d'un unique morphisme global de faisceaux O^-cohérents 

vérifiant les propriétés voulues. 

♦ Pour ce faire, on se ramène à la situation locale en choisissant un recou- 
vrement ouvert localement fini {Xci)a.eA adapté à la localisation du morphisme tt 
autour de l'une de ses fibres 7r^^(so) := ^so, c'est-à-dire des diagrammes de localisa- 
tions commutatifs du type (4^)q de la page 39. Posons u"^^ := a^SxtP{act^Ox„ , /g) 
et remarquons qu'en vertu de la nature locale sur X et S* de la notion de platitude 
géométrique analytique, chaque morphisme tTq, est analytiquement géométriquement 
plat. 

La version faisceautique du théorème de Reiffen donne la suite exacte à droite 

de laquelle on déduit la flèche injective 

îiom{M^7T,n^x/s, Os) ^ Hom(0IR'^7r«,n^^/5, Os) 

ce 

Par définition du produit et coproduit catégoriel, on a l'isomorphisme 

a a 

Des arguments déjà évoqués dans la preuve de la proposition 6 (isomorphisme de 
Verdier et la dualité analytique relative pour une projection et un morphisme propre 
) donnent, en particulier, l'isomorphisme 



- 49 - 



Cela nous conduit vers le diagramme commutatif 



' a 



Ainsi, ^ donne une collection (J^ ^ )q, de morphismes d'intégration locales avec 
^ : IR^TToti^x /s ~^ héritant de toutes les propriétés de ^ et produisant 
naturellement un morphisme de faisceaux Ox^,Xa-^o^è^^^^^ (^na '■ /s ~^ ^t^c 
vérifiant les propriétés de la proposition 6, p. 40. Mais le théorème 1 nous dit que 
cette famille, {uj^^)aeA, de faisceaux Cx„ -cohérents, se recollent, à isomorphisme 
canonique près, en un unique faisceau Ox-cohérent a;^. Il en résulte aussitôt que 
la famille de morphismes (C7r„,XQ,)aeA se recollent globalement sur X, en un unique 
morphisme C7r,x '■ ^x/s ~^ '^n- Alors, la proposition 6, p. 40 et la nature locale du 
faisceau a;^ donné par le théorème 1 permettent de vérifier les principales propriétés 
à savoir: 

• la propriété de la trace relative, dont la vérification est locale et résulte donc 
de la proposition 6, p. 40. 

• la compatibilité avec les changements de bases, traduisant le fait que si rj : 
Si ^ S est un morphisme d'espaces complexes réduits de dimension pure induisant 
le diagramme de changement de base 



G 



TTl 



Si 



-^s 



alors, il existe un morphisme canonique 9*a;^ — > o;^^ prolongeant celui des formes 
holomorphes relatives sur la partie régulière de tt) et rendant commutatif le dia- 
gramme 



Il est tout à fait possible de "topologiser" la situation en considérant le foncteur lHom() 
sur les morphismes linéaires continus et obtenir des isomorphismes. Mais cela fait l'objet 
d'un article ultérieur sur la notion de paire dualisante en géométrie analytique dont le décor 
naturel est un aspect de la dualité analytique relative. 
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Insistons encore sur le fait que, en général, le faisceau eu" se comporte mal par 
changement de base et pour qu'il en soit ainsi il faut une raison très sérieuse! 
Comme la notion de platitude géométrique analytique est stable par changement de 
base entre espaces complexes réduits, tti est aussi analytiquement géométriquement 
plat. Par conséquent, il lui est associé un unique morphisme Ct^^^^^ : f^Xi/Si ~^ '^tti 
vérifiant les propriétés (i) et (iii) de la proposition 1 en vertu de ce qui précède. 
La nature locale du problème permet de se ramener à une situation plongée complétant 
le diagramme précédent en un diagramme commutatif faisant apparaître un S- 
plongement local de X et son transformé par le changement de base donné. Ainsi, 
sans perte de généralité, on se retrouve dans le contexte de [B4] dans lequel on 
avait 0*(Cx/s) = Cx-^/Si traduisant la stabilité par changement de base entre es- 
paces complexes réduits de la classe fondamentale relative. 

De plus, l'égalité 0*(/^ 3^) := /^^ 3^^, le fait que Q*{Ct^,x) coïncide S'-génériquement 
avec Ctt^ Xi montrent (par universalité) qu'il existe nécessairement un unique mor- 
phisme 0*0;^ a;"^ rendant commutatif le diagramme précédent. 
En vertu de l'abscence de torsion et vu qu'ils coïncident sur un ouvert dense fibre 
par fibre de X (par exemple sur l'ouvert Cohen-Macaulay de tt), ce morphisme est 
injectif. 

Comme les morphismes lisses sont stables par changement de base, il est clair 
que cette image réciproque prolonge l'image réciproque des formes holomorphes 
S'-relatives. 

• la compatibilité avec la structure de complexes différentiels. 
On commence par remarquer que le morphisme Ct^^x : ~^ ^tt donne naturelle- 

ment, en tout degré k, deux types de morphismes canoniques , à savoir : 

(i) 0^/5 ^ UJ^ 

(ii) u^^^SxtnOx,n'^%) 

En effet, appliquant le foncteur covariant Ti,om{fl^^g, — ) à Ctt^x et utilisant le mor- 
phisme naturel ^x/s ~^ Hom{^l^^g, ^^^/s)' obtient une fièche canonique 

0^/5^7iom(fi^7^,cu-) 

Mais en vertu du corollaire (1.1), on a l'isomorphisme a;^ ~ Ti.om{Q^^g,oj'^) et par 
suite le morphisme donné dans (i). 



- 51 - 



Le second s'obtient en utilisant les suites spectrales maintes fois utilisées (cf par 
exemple p. 46) . Sans détailler, disons que l'on commence par écrire (pour un plonge- 
ment local a) la flèche 

obtenue grâce à l'incarnation locale de o;^ et à la restriction naturelle — ^ a^fl^^g, 

puis utilisant ^z/s — '^'^^(^z/^s"*' ^z/^s) annulations du lemme 2, p. 7 

(puisque X est de codimension pure p fibre par fibre dans Z qui est lisse sur S), on 
obtient l'isomorphisme 

mettant en évidence le morphisme désiré qui est manifestement injectif et rendant 
commutatif le diagramme 

^'■x/s 




Sxtp{Ox,niy,) 

Remarquons que pour a G 'Hom(ri^y^, a;") et /3 G r(X, $7^^^), on définit un 
élément a ® /? G nom{n'^~g^,aj^), par la formule standard 

(a®/?)(0:=«(/5Ae), veer(x,i^^-j-^) 

La différentielle extérieure relative usuelle du complexe ^x/s ii'étant pas Ox- 
linéaire, n'induira pas de façon naive une différentielle sur eu*, comme on peut 
le constater en regardant [E] ou la construction explicite de [Ke] . 

N'ayant pas, dans notre contexte, de complexe dualisant relatif ni de complexe 
résiduel relatif, on aborde la question en adoptant (avec précaution) [B2] à notre 
situation relative. 

Soit X un point de X. Alors pour tout système de fonctions holomorphes f := 
(/i, . . . , fp) sur Z, s'annulant sur X et donnant des équations réduites en x dans Z 
au moins gcnériquement sur S", on a une suite exacte courte des germes de faisceaiix 
cohérents en x 

a;^ SxtP{Ox,n''zTs) i^^t^Ox, ^zTs'^')r 

où la première flèche injective (précédemment décrite) n'est rien d'autre que celle 
induite par le cup produit avec Ct^^x et oii la seconde est donnée par (f){a) := 
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(a A (i/i, ■ ■ ■ , a A dfp). Cette représentation (à priori dépendante des choix de la 
suite régulière f) permet d'identifier les sections de uj'^ aux sections de 7Y^(n^"^^) 
annulées par / et df. En d'autre terme ~ £xtP{Ox, ^z%) n Ker(Arf/ ). 
Pour s'assurer de l'indépendance de cette représentation vis-à-vis de la suite régulière 
choisie, on peut soit invoquer le caractère canonique du morphisme classe fondamen- 
tale relative CTt,x ou se référer aux lemmes d'invariances (non triviaux!) établis par 
Kersken dans [Ke]. Ainsi, la différentielle usuelle d' : "W^l^z/s) ~^ ^x(^z/s^^)' 
rendant commutatif les diagrammes induits par les cup-produits par la classe fon- 
damentales 



'■x/s 



d' 

induit naturellement une différentielle D : uj^ ^ ^^^^ faisant de (a;*, D) un com- 
plexe différentiel de (fi^^^, (ix/s)"iiiodules (grâce aux morphismes traces). De plus, 
elle satisfait la relation classique 

D{a ®l3):=a®d'l3±Da®l3 
pour tout a G ■Hom(0^/J, cj^) et /3 G V{X,Vl^^jg). Alors, la remarque (2.1.3) 
(p. 47) suivant la proposition 6 ou son corollaire 6 (p. 40) met en évidence, en vertu 
de ce qui précède, le morphisme gradué de complexes différentiels 



x/s ^■K 

♦ Réciproquement, soit tt : X — > un morphisme universellement n-équidimensionnel 
muni d'une pondération X et d'un morphisme canonique de faisceaux cohérents 
C-K,x '■ ^x/s ~^ compatible aux changements de base réduit et vérifiant la pro- 
priété de la trace relative. Alors, il existe un unique morphisme 

/ : IR'^Tr.n^/s ^ Os 

vérifiant les propriétés requises. 

En effet, il résulte des hypothèses que le faisceau est nécessairement stable par 
changement de base et vérifie la propriété de la trace relative. De plus, le théorème 
1 nous dit qu' il munit tt d'un morphisme canonique 

IR"7r!< ^ Os 
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de formation compatible aux restrictions ouvertes sur X et S. le morphisme C,r,x 
induira, alors, le diagramme commutatif 



Os 



C'est un exercice facile que de montrer que le morphisme ^ satisfait toutes 
les propriétés voulues. Il suffit pour cela de les déduire de celles de Ct^^x- En 
effet, le procédé de découpage et le lemme de Reiffen nous ramène à la situa- 
tion locale. Ainsi, pour des installations de type {é!t)a et g r£lCG cl 

C-K,x (se local- 
isant en C7r„,Xc«)î produit, pour chaque a, une famille de morphismes gradués 
T^f^ '■ fa*^Xo,/S ~^ ^Yct/S' donnant, en particulier pour k = 0, les morphismes 



JCk 



qui sont des morphismes de type trace et assurent de ce fait la platitude géométrique 
analytique de chaque fa- Il en résulte alors, pour tout entier k et tout indice a, le 
morphisme trace usuelle ou naturel 7^^ : fa*fa*^Ya/s ~^ ^y^/S' l'^ndant commu- 
tatif le diagramme 

f*^x/s ^ /*'^fx|(^z/s) 




f*f*^Y/S ^ ^Y/S 

Comme ces opérations sont stables par changement de base entre espaces complexes 
réduits, compatible aux localisations sur X et à l'additivité des pondérations (qui, 
rappelons le, est une propriété inhérente aux morphismes trace), la proposition 4 
permet de conclure. ■ 

2.1.5. Preuve du corollaire 2.1 

Comme tti et 7r2 sont analytiquement géométriquement plats, ils sont, à fortiori, 
universellement équidimensionnels et donc leur composée tt aussi; la pureté de la di- 
mension de ses fibres est une conséquence de la propriété d'ouverture que possèdent 
TTi et 7r2 (cf [Kl], (1.2.1.2), p. 34). Il est facile de définir une pondération con- 
tinûment géométriquement plate sur tt. En effet, soit Xi (resp. X2) la pondération 
analytiquement géométriquement plate de tti (resp. 7T2) et considérons le mor- 
phisme analytiquement géométriquement plat Q := 7r2 x id : X2 x S ^ Xi x S. 
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Alors, utilisant la définition de l'image réciproque d'un cycle par un morphisme an- 
alytiquement géométriquement plat donnée dans [Kl], (1.3.8.2), p. 46, on voit que 
X := 6*(Xi) est un cycle parfaitement défini (la condition d'incidence ©"-"^(IjCiI) fl 
{{s} X X2) = 7r~^(s) est satisfaite comme on peut facilement s'en convaincre) et 
fournit une pondération de tt. De plus, elle est continûment géométriquement plate 
sans aucune condition sur S. En effet, la preuve de la proposition 1, p. 47 de [Kl] 
montre que, pour une certaine famille de cartes sur X2 ("adaptées" à celles de 
Xi), les morphismes classifiants associés à tt sont des applications holomorphes 
ou, ce qui revient au même, que les traces associées sont jS-holomorplies. Il suffit, 
alors, d'invoquer le théorème du changement de projection (cf [Bl], théorème 2, 
p. 42) disant que le passage d'une carte à une autre est toujours méromorphe con- 
tinue pour en déduire la continuité de la famille de cycles ([7r~^(s)])sç5. En effet, 
cette même proposition et le corollaire 2 ( p. 34), montre que, relativement à toute 
paramétrisation locale S'-relative / : X2 S xV,le morphisme trace est à valeurs 
dans le faisceau 0^(S>0^^^"^. On conatate, au passage, que si S est faiblement 
normal (i.e Og = Os), le morphisme est analytiqucment géométriquement plat. 
En vertu du théorème 2, tt sera analytiquement géométriquement plat si et seule- 
ment si on arrive à produire un morphisme d'intégration ^ : ^'^^''''^^TriO^^^^^^ 
Os ayant les propriétés fonctorielles citées dans ce théorème. Pour cela, on dispose 
d'un morphisme naturel d'intégration (adapté à cette pondération) M'^^+'^^tti (^^x2/Xi ® 
^2^x\/s) ~^ et d'une fièche naturelle ^^Xj/Xi ® '^2^x\/s ~^ ^x\^/T- Parait, 
alors, clairement, que la platitude géométrique analytique de tt est entièrement con- 
ditionnée par l'existence d'un unique prolongement du morphisme naturel d'intégration 
à ]R"i+"2 7r!n^^+^% via la flèche naturelle ^xl/x, ® ^2^x\/s ^ ^x^/s'' ^^^^^ 
à avoir le diagramme commutatif 

lR-+-7r,(n-/^^®7r|n-/^) 



Os"^^^ 

avec, évidemment, toutes les propriétés fonctorielles énoncées dans le théorème 2. 
Ainsi, le corollaire se déduit de facto de ce théorème. ■ 

///. La Preuve des théorèmes 3 et 4- 

3.0. Le but de ce paragraphe est de montrer qu'un morphisme universellement 
n-équidimensionnel est analytiquement géométriquement plat si et seulement si le 
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faisceau cu^ donné par le théorème 1 est entièrement caractérisé par la propriété de 
la trace relative et stable par changement de base. Après avoir donné la preuve de 
ce fait, le déduisant principalement du théorème 2, nous proposons une approche 
faisant abstraction de l'existence du faisceau a;" et montrant que tout morphisme 
analytiquement géométriquement plat porte naturellement un faisceau particulier 
contenant une double information. 



3.1. Preuve du théorème 3. 

♦ En supposons tt analytiquement géométriquement plat, le théorème 2 nous 
donne un unique morphisme de faisceaux cohérents Ct^^x '■ ^x/s ~^ ^tt compatible 
aux changements de bases entre espaces complexes réduits et vérifiant la propriété 
de la trace relative. Mais, comme nous l'avons déjà signalé , cela entraine automa- 
tiquement que le faisceau eu" (qui est de profondeur au moins deux dans les fibres 
d'après le lemme 3) est stable par changements de bases et vérifie la propriété de 
la trace relative. 



♦ Réciproquement, soit tt G £{S^n) muni d'une certaine pondération X et 
tel que le faisceau cu^ (donné par le théorème 1) soit stable par changement de 
base et caractérisé par la propriété de la trace relative. Montrons, alors, que tt est 
nécessairement analytiquement géométriquement plat. 

Le problème est de nature locale sur X et S. Soit x un point de X et X ■.,J ^> Y S 

TT 

une factorisation locale de tt en x avec, comme de coutume, / fini et surjectif, q 
lisse de dimension relative n. Comme on l'a vu dans le théorème 1, l'isomorphisme 
Z^ct)^ ~ 'Hom{f^Ox-i^Y/s) ^^ous donne une flèche /*c<;" ^y/s ^^^^ 
d'être un morphisme trace, en général. Mais par hypothèse, ce morphisme est une 
véritable trace que l'on va noter ^, compatible à l'additivité des pondérations 
par essence. De plus, le morphisme naturel Ox — > 7Yom(0^^g, a;"), donne, en ap- 
pliquant le foncteur et de la trace ^g, la flèche — > 7iom(/*f2^^g, ^y/s^ 
et, par suite, le morphisme f*Ox — > Oy- 

En vertu de la proposition 4 (p-21) ou du corollaire 3 (p. 35), il nous faut essentielle- 
ment vérifier que 'Z^- x prolonge naturellement la trace usuelle f^f*QY/s ~^ ^y/s 
ou, ce qui revient au même, de montrer que le morphisme précédemment décrit par 
la flèche Oy est un morphisme trace d'ordre ( que l'on note Tj'^). 

Pour ce faire, commençons par compléter la factorisation locale précédente en 
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l'insérant dans le diagramme commutatif désormais classique (cf {éfi) p. 38) 




Alors la donnée de ^ est strictement équivalente à la donnée d'un morphisme 
d'intégration ou résidu 



Res^ : Uq{SxtP{a^Ox,^z'}s) 



QH 



linéaire et compatible aux changements de bases réduits. Le terme "intégration" 
est proprement choisi (cf §2, p. 52 de [Kl]). En effet, comme X est fini sur Y (donc 
Y- propre ), V intégration de classes de cohomologie de H^(Z, n^J|) sur les fi- 
bres ;?-équidimensionnelles du morphisme lisse q' : Z ^ Y donne le morphisme 
d'intégration H^(Z,17^+|) ^ V{Y,ÇL'^^g que l'on peut "faisceautiser" , grâce à la 
variante relative du théorème de Siu-Trautmann (cf lemme 1, p. 6), pour obtenir le 
diagramme commutatif 



on 

Il n'est pas difficile de voir que x contient déjà l'information portée par T^x 
donc Tp^. En effet, soit x un point générique sur X et donnons nous p fonctions 
holomorphes ((/i, ■ ■ ■ , Qp) sur Z formant une suite régulière sur X en x. Considérons 
une section arbitraire w de ^y/s- ^^ors, pour toute fonction holomorphe h sur Z, 
on a l'égalité 



hq'* {w)dgi A • • • A dçp 

91- --gp 



) := Resf 



hq'* {w)dgi A • • • A dçp 

91- --gp 



= %lx{h\x).w 



de laquelle résulte, grâce à l'abscence de torsion, le morphisme trace recherché 

UOx ^ Oy.. 
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Par ailleurs, cu^ étant caractérisé par la propriété de la trace relative, on en déduit 
un morphisme f*^Y/s ~^ l'endant commutatif le diagramme 




Il en résulte, en particulier, que le morphisme fini / est analytiquement géométriquement 
plat. Alors, utilisant les lemmes (5.1) ou (5.2) de [Kl] (p. 86) permettant de faire 
varier la projection de sorte à engendrer le germe ^x/Sx^ déduit par des 

techniques analogues à celles développées dans la proposition 4, le diagramme com- 
mutatif 




prolongeant naturellement le précédent. Ceci étant valable en chaque point de X, 
la proposition 4 permet de conclure^^^^ puisque la notion de platitude géométrique 
analytique est une notion locale sur X. ■ 

3.2. La preuve du corollaire 3.1. 

3.2.0. Rappelons (cf [Kl], (3.3.1.2) , corollaire 3, p. 73 ) que dans le cas d'un mor- 
phisme propre et plat, la théorie de la dualité analytique relative de Ramis-Ruget- 
Verdier [R.R.V] et la construction de Kersken [Ke] permettent de voir, en partic- 
ulier, que le faisceau des formes régulières relatives est dualisant et que l'on a un 
isomorphisme canonique u^x/s — ^""("^'(^s))- plus, si X est réduit, le fais- 
ceau des formes méromorphes régulières c^x/s coïncide avec le faisceau des formes 
régulières. 

3.2.1. Preuve du corollaire 3.1. 

On peut constater que la famille de morphismes f*^x/s ~^ f*^^-> obtenue en faisant 
varier le morphisme finie /, décrit en fait un morphisme global ^'^jg — > vérifiant toutes 
les propriétés énoncées dans le théorème 2. 
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Avant tout, disons que Xq (resp. 5'o) est un ouvert dense de X (resp. 5") d'après le 
théorème de Frisch ([Fr]). Après cela, il suffit d'appliquer les théorèmes 1 et 3. En 
effet, le premier nous dit que le faisceau lv^ est compatible aux restrictions ouvertes 
sur X et de ce fait u)^\xo — ^^q- Mais, ttq étant plat, à fortiori analytiquement 
géométriquement plat, le théorème 3 dit, principalement, que a;^^ est entièrement 
caractérisé par la propriété de la trace relative. Alors, en tout x de Xq (qui est 
supposé réduit!), le germe en a; de tt est naturellement associé à un morphisme 
d'algèbres analytiques locales auquel on applique [Ke]. Il en résulte, alors, par 
unicité dûe à la propriété de la trace relative, une identification canonique entre 
a;"^ et le faisceau de Kunz-Waldi-Kersken ^I'^q/Sq- déduit, alors, que a;" est 

l'unique prolongement cohérent désiré et qu'il mérite à juste titre le nom de faisceau 
des formes méromorphes régulières. 

Les autres propriétés découlent évidemment du théorème 3. ■ 

3.3. Morphismes analytiquement géométriquement plats, faisceaux du- 
alisants et formes méromorphes régulières: le théorème 4. 

3.3.0. En faisant abstraction de l'existence de a;" donné par le théorème 1, 
nous allons voir, dans ce qui suit, que la donnée d'un morphisme analytiquement 
géométriquement plat entraine l'existence d'un faisceau dualisant relatif naturel. 
Pour cela, on utilise une caractérisation obtenue dans le cas absolu dans [B2]. On 
a, alors, le 

Théorème 4. Soit n : X ^ S un morphisme analytiquement géométriquement 
plat. Alors, il existe un unique faisceau Ox cohérent, A^^^ vérifiant: 

(i) j] est de profondeur au moins deux Gbre par £bre sur S, caractérisé par la pro- 
priété de la trace relative et stable par changement de base entre espaces complexes 
réduits de dimension finie, 

(ii) il munit tt d'un morphisme d'intégration : HttiA^^^ — > Os compatible avec 
l'additivité des cycles et stable par changement de base. 

dont la version locale est donnée par la 

Proposition 7. Soit X ^-^^^_ Z _2_^ S un diagramme commutatif d' espaces 

TT 

analytiques complexes réduits où a est un plongement, q un morphisme lisse de 
dimension relative n + p et tt analytiquement géométriquement plat à fibres de 
dimension pure n muni d'une certaine pondération X. Soit S, l'ensemble des points 
non réguliers de tt, j : Xq := X — T, ^ X l'inclusion naturelle et désignons par 
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le morphisme induit par le morphisme classe fondamentale relative de la proposition 
6. Alors, :— Kerd^ est un faisceau Ox -cohérent vérifiant les points (i) et (ii) 
du théorème 4- 



Démonstration. Soit C^^^ : ^x/s ~^ ^^/^f), le morphisme classe fonda- 

mentale relative pondérée de la proposition. 6 relevant naturellement le morphisme 
cup-produit donné par la variante pondérée (cf théorème 0, p. 39) de la classe de 
[B4]. Soit 



j*j*{^x/s) 



a" 



nU£xtp{Ox,^''zp) 

le diagramme commutatif issu de suites exactes courtes classiques et posons 
Kerâ^. Alors, en exploitant le diagramme commutatif 







x/s 



SxtP{Ox,n^+l)) 



-A- 



■ J*j ^' 




M*£xtP{Ox,nl+l) 



n\:{£xtP{Ox.nV/l)) 







et la définition de A^, il apparaît clairement que 

Kc^Ext^^Ox.n^zTs) 

Il résulte, alors, du lemme 3 (p. 8) que ce faisceau -cohérent est de profondeur 
au moins deux fibre par fibre sur S et de la proposition 6 qu'il est stable par 
changement de base et vérifie la propriété de la trace relative. La flèche donnée 
dans (ii) est apparaît déjàle dans la preuve du point (v) du théorème 1. Mais il 
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est plus judicieux de remarquer que la proposition 2 (p-17) peut être appliquée en 
remplaçant Q'Jg par A". ■ 

3.3.1. Preuve du théorème 4. 

♦ Comme tt est universellement n-équidimcnsionnel, il admet des recouvre- 
ments ouverts {Xot)a&A munis d'installations locales (cf théorème 2, p. 39) du type 

^ 




S 



on a a est un plongement local, Tr^ la restriction de tt à Xq,, et Zq, des espaces 
complexes lisses sur S de dimension relative n + p et n respectivement, fa fini, 
ouvert et surjectif, qa^q'^ et q'^ lisses. 

TT étant analytiquement géométriquement plat, il en est de même de tTq et fa- 
La proposition 6 (p. 40) nous donne, pour chaque a, un morphisme classe fonda- 
mentale relative pondéré (on omet délibéremment l'indexation en a a) 

induisant le diagramme commutatif 

* ^" 1 




La proposition 7 (p. 58) nous dit que := Kerd'^ est un faisceau -cohérent 
doté des propriétés qui y sont énumérées. On obtient, ainsi, une donnée simpli- 
cielle (A^)o,eA dont il nous faut montrer qu'elle constitue une donnée de recolle- 
ment définissant, ainsi, un faisceau intrinsèque sur X. Pour cela, on vérifie son 
indépendance, vis-à-vis du plongement (ou de l'installation locale) choisi. Comme 
la justification utilise, presqu'en tout point, des arguments semblables à ceux déjà 
rencontrés dans la preuve du théorème 1, nous omettrons certains détails. 
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Soient données deux installations locales de n munies de deux plongements a et p. 
Là encore, quelques réductions standards, nous conduisent à la situation classique 
donnée par le diagramme commutatif de S'-espaces complexes 




dans lequel V est un ouvert d'un certain espace numérique C"^ , h un plongement 
muni d'une section g (i.e hog = Id) faisant de Z un rétract de Zi := Z xV, q et q' 
des morphismes lisses de dimension relatives respectives n + p et n + p + p'. 
Remarquons que si tt est muni de la pondération X vue comme cycle de SxZ, il peut 
aussi être considéré comme pondéré par le cycle Xi := {hx Ids)*3i de S x Zi. Cela 
traduit simplement le fait que le morphisme classe fondamentale relative pondérée 
est intrinsèque sur X comme l'annonce le théorème 2. 

Alors les morphismes classes fondamentales relatives de X dans Z et Z dans Zi 
donnent le diagramme commutatif 



on 



"-7r,X 



SxtP+P' {Ox , ^TS"' ) ^ ^"^^^ ' ' ^^Zrlt"' ) ) 

dans lequel la flèche horizontale inférieure est un isomorphisme puisque 

Ext\Oz^^tS''') = ^. ^^^^ 

Désignons par et A^ les faisceaux cohérents définis par la proposition 7. Le 
diagramme ci-dessus induit, en utilisant les suites exactes courtes classiques, le 
diagramme commutatif 




rL^{8xtP{Ox.^t/l)) 



nl.isxtp+^'iox.iitjs'')) 
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Dont il est facile de déduire, pour des raisons déjà invoquées dans la preuve du 
théorème 1, l'isomorphisnie ~ traduisant le recollement de ces données lo- 
cales en un faisceau cohérent global A^^^. Le fait qu'il soit de formation compatible 
aux changements de bases entre espaces complexes réduits et qu'il vérifie la pro- 
priété de la trace relative découle naturellement de la proposition 7. 

Il nous reste à voir que cette dernière propriété caractérise complètement ce faisceau. 
Pour cela, considérons une section ^ G r{V, satisfaisant la propriété de 

la trace relative et montrons qu'elle définit nécessairement une (unique) section du 
faisceau A^^^. 

Comme le problème étant de nature locale sur X, on peut supposer donnée une 
factorisation locale X S de tt avec / fini et géométriquement plat 

sur Y lisse sur S et de dimension relative n. Par ailleurs, la notion de platitude 
géométrique, et de ce fait, la construction du faisceau A^^^, étant compatible aux 
changements de bases "réduits" , on peut supposer S irréductible et raisonner sur la 
composante générique du morphisme classifiant (cf [Kl], (1.0.3.2)), p. 24) de sorte 
que la trace relative ait un sens. Alors, il suffit simplement d' utiliser la classe 
fondamentale relative et la propriété de la trace qui la caractérise (cf théorème 2, 

(ii))- 

En effet, le morphisme classe fondamentale relative pondéré (locale) 

se factorise au travers de A^ (et ce par définition même de ce faisceau!) et permet 
d'écrire 

rpio e T{Y,n^^,) =^ e T{x,£xtp{Ox,nip) 

Pour s'en convaincre, il suffit simplement de reprendre les arguments utilisant la 
dualité analytique locale développés dans la preuve de la proposition 6. Alors, 
l'hypothèse faite sur ^ et la propriété de la trace relative de la classe fondamentale 
relative pondérée (cf théorème 2) montre clairement que " la forme " ^ A se 
prolonge en une unique section globale du faisceau Ext'P{Ox,^^s)- Ceci étant 
valable pour toute installation locale, on en déduit, grâce à la proposition 7, que 
^ définit une section du faisceau A^^^. De plus, ce dernier étant de profondeur 
au moins deiix fibre par fibre et donc sans torsion fibre par fibre, la section ainsi 
définie est unique. 

Pour établir (ii), il suffit de se référer à la construction (locale) donnée dans le 
théorème 1. On peut aussi s'inspirer de la proposition i en y remplaçant le faisceau 
^x/s P^^ effet, la nature locale du faisceau A^^^ et sa caractérisation par 
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la propriété de la trace relative entraine automatiquement l'existence d'une flèche 

H^TT.A^/^ ^ Os 

On s'en convainc aisément en invoquant le théorème de Reiffen permettant de 
localiser sur X grâce à la suite exacte à droite (cf [Kl], (2.0), p. 53 ) 

aeA 

produisant, par recollement, la flèche désirée. 

Soit X2 ^J^ _> Xi S un diagramme commutatif d'espaces analytiques com- 

plexes réduits avec tti (resp. 7:2) analytiquement géométriquement plat de dimen- 
sion relative ni (resp. 712) et propre universellement équidimensionnel de dimen- 
sion relative d := n2 — ni. 

Pour montrer l'existence du morphisme lR'^\l/*A^^_^^g — ^ A^^^^^, on procède ex- 
actement de la même façon que pour le point (vii) du théorème 1. Le problème 
étant de nature locale sur Xi et X2, il nous suffit de vérifler que pour tout germe 
de paramétrisation locale / : Xi S x U, on a un morphisme (bien déflni) 

u/g et qui est un véritable morphisme de type trace. On 
peut donc supposer Y := S x U et tti la projection canonique q : S x U S. 
Comme ^^x /s — '^"^ (^^ corollaire 7), pour j = 1,2, l'existence de la flèche résulte 
de (vii) du théorème 1. Pour s'assurer que le faisceau cohérent ]R^Î'*A^^^"y^ vérifle 
la propriété de la trace relative, il suffit, grâce à la description du morphisme 
d'intégration faite dans [Kl], §2, p. 52, d'expliciter en terme de cochaines de Cech le 
morphisme H^^^^A^^+g ^sW/s- ^"^^^ t e S xU et {^) ot£A un recou- 

vrement ouvert de X2 adapté à la flbre ^~^{t). Soit ^ G H'^(lt, A^^^^"^^) représenté 
par le cocyle que l'on note encore ^ := {^ao—otq) £ Z'^{\X,T) dont un représentant 
^-fermé est donné, au signe près, par 

et que l'on intégrera judicieusement relativement à S. Nous évitons les détails 
techniques dont la lourdeur, inhérente au calcul "Cechiste" , n'apporte que très peu 
de substance à la compréhension du texte. 

Comme tt2 est analytiquement géométriquement plat, pour tout s G ^S, on peut 
choisir un recouvrement ouvert (il)/3£B adapté à 7r^^(s) et tel que il = Un '^~^{t). 
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Alors, utilisant la caractérisation du faisceau ^X2/S l'elativement au recouvrement 
il, on se ramène essentiellement à la situation simple donnée par f : Z ^ Y un 
morphisme lisse entre variétés complexes S'-lisses pour laquelle on vérifie l'existence 
d'une flèche d'intégration IR^/iQ^^^'^ — > f^y/^; ce dont il est facile de se convaincre 
en la construisant explicitement sans aucune difficulté. En fait, quitte à rétrécir les 
données, on installe la factorisation précédente dans le diagramme commutatif 




avec U (resp. V) un ouvert relativement compact de C^^ (resp. C^), F ana- 
lytiquement 0-géométriquement plat, h et g les projections canoniques. Alors, 
le morphisme trace F^A'i^^+g ^z%'^ et l'intégration IR^/iiO^i/J'^ Qy^^g in- 
duiront, grâce à l'isomorphisme IR^hiF^A^^^g ~ M'^^^^A^^^'^^, le morphisme at- 



tendu IR^^^^A^iJ^ ^ lî^^^ 



Corollaire?. Avec les hypothèses du théorème 4; on a des isomorphismes 
canoniques 



Démonstration. L'isomorphisme canonique a;^ ~ ^x/s faisait l'objet du corollaire 
(3.1). Il nous reste simplement à vérifier l'existence d'un isomorphisme canonique 
entre les faisceaux o;^ et A^^^. 

Or (avec les notations du théorème 4 et de la proposition 7), on avait constaté que 
A^ := Ker^^ ~ o;"^. Mais les propriétés du faisceau o;^ donné par le théorème 1, 
et, en particulier, sa nature locale, permettent d'écrire a;"^ = uj'^\x^. D'où, pour 
chaque ouvert d'un recouvrement ouvert localement fini adapté à tt, les isomor- 
phismes A^lx^ ~ Par ailleurs, le morphisme canonique Ct^^x '■ ^x/s ~^ '^n 
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donné dans le théorème 2 induit le diagramme commutatif 

çyn ^^-^ , ,n 

— ^ — ^ j*j*^x/s ^ 



mettant clairement en évidence une flèche naturelle A^^^ injective puisque 

ces faisceaux coïncident génériquement et sont sans (9x -torsion. 
En effet, le théorème 4 montre que C-j^^x 6st en fait à valeurs dans le faisceau 
-^x/s '1^^ caractérisé par la propriété de la trace relative. On en déduit, donc, 
par universalité, un morphisme canonique A^^^ ujI^. De l'isomorphisme local 
et de cette flèche injective découle l'isomorphisme global et canonique (défini à 
isomorphisme canonique près!) 

3.3.2. fc-formes méromorphes régulières. 

Pour obtenir des formes méromorphes régulières en tout degré k, on utilise essen- 
tiellement la proposition 6. On a, alors, 

Proposition 7bis. Avec les hypothèses et notations de la proposition 7, soit 

le morphisme induit par le morphisme classe fondamentale relative de la proposition 
6. Alors, A^ := Kerô^ est un faisceau Ox -cohérent de profondeur au moins deux 
fibre par fibre sur S, caractérisé par la propriété de la trace relative et stable par 
changement de base entre espaces complexes réduits de dimension finie. 

Démonstration. Soit x '■ ^x/s ~^ ^xf^iOx.^^z^g) le morphisme induit par le 
morphisme classe fondamentale relative pondéré de la proposition 6. On obtient, 
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alors, un diagramme analogue à celui de la page 57 



Çfk 







dans lequel on pose A^ := Kerâ^. et dont on va montrer les propriétés annoncées. 

Pour cela, commençons par remarquer que le diagramme ci-dessus nous donne 
une flèche : A^ ^ SxtPiOx^^zYs) 

qui est injcctive puisque les faisceaiix A^ et 
£xtP{Ox,^'P/g) sont génériquement isomorphes et sans -torsion. 
Considérons un système (/i, ■ ■ ■ , fp) de fonctions analytiques sur Z s'annulant sur 
X et donnant des équations réduites de X dans Z et le morphisme 



# : ^ {SxtP{Ox,n'z7s'^')) 

donné par ^(a) := (a Adfi, ■ ■ ■ ,a A dfp). Alors, A^ ~ Ker$. 

Par définition même, on a clairement une flèche Ker$ — > A^ d'ailleurs injective 
pour les mêmes raisons que 0. D'autre part, une section a du faisceau j*j*^x/s 
qui a une image nulle par provient nécessairement d'une section â du faisceau 
ExtP{Ox,^^/g)- Or, par construction, elle est génériquement annulée par le mor- 
phisme $ et donc globalement annulée par ce morphisme en raison de l'abscence 
de Ox- torsion. On définit ainsi une section du faisceau Ker$ et donc une flèche 
A^ — > Ker$ qui est nécessairement injective. D'où l'isomorphisme A^ ~ Ker$ et 
par suite la Ox- cohérence du faisceau A^. 

Pour montrer qu'il est de profondeur au moins deiix fibre par fibre, il suffit de 
montrer l'isomorphisme 

A'^^^HomoA^x'/I^K) 



k+p+l\\p 
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Pour ce faire, on commence par remarquer que la stabilité par cup produit des 
sections de par les sections du faisceau f^x/S' donne immédiatement une flèche 

qui est automatiquement injective puisque les faisceaux coïncident génériquement 
et sont sans Cx-torsion. La flèche inverse se construit exactement comme dans le 
cas absolu traité dans [B2]. 

Alors, comme A^ est de profondeur au moins deux fibre par fibre et qu'il est 
vérifie la propriété de la trace relative, en vertu de la proposition 7, on en déduit 
que A^ satisfait aussi ces propriétés. En effet, il suffit simplement, par exem- 
ple, d'exploiter (comme on l'a expliqué plusieurs fois) l'isomorphisme de dualité 
pour / donné par f^Homox (^x/S' ^-ÎJ) = 'HomoY ^y/s) morphisme 

fMomoxiS^T/s^K) ^Y/s (obtenu grâce à l'image réciproque naturelle ^y/s ~^ 

Il est facile de vérifier que la propriété de la trace relative caractérise complètement 
les sections du faisceaux A^. En effet, une section ^ de j*j*^x/s^ vérifiant cette 
propriété définit naturellement une section de A^ puisque, au vu de l'interprétation 
précédente, l'image de ^ par ^ se prolonge en une section globale de £xt^{Ox, ^z/s) 
D'ailleurs, en utilisant l'isomorphisme A^ ~ TYomo^ (O^^^, A^), on se ramène à 
vérifier le fait, déjà établi pour A^^^, 

nA^) e r(y, ÇTy/s) =^ c^^iO e r(x, Sx^Ox^ni+D) m 



Corollaires. Soit n : X ^ S un morphisme n- analytiqucment géométriquement 
plat muni d'une pondération X. Alors, pour tout entier k > 0, il exite un unique 
faisceau Ox -cohérent ^x/s vérifiant : 

(i) Ax/g est de profondeur au moins deux fibre par fibre sur S et coïncide avec le 
faisceau des formes holomorphes S-relatives sur la partie régulière de tt. 

(ii) il est muni d'un isomorphisme canonique A^^^ ~ 7fom{fl^^g,A^^g) 

(iii) Les faisceaux Ax/g sont dotés d'une différentielle D et d'un morphisme canon- 
ique de complexes différentielles ^x/s ~^ ^x/s compatible avec la propriété de la 
trace relative. 

Démonstration. Tout comme dans le théorème 4, on procédé par recollement des 
données locales collectées, cette fois, grâce à la proposition 7bis. Ainsi, tout recou- 
vrement ouvert arbitraire {Xoi)a localement fini et adapté à tt sur X, fournit une 
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donnée simplicielle {A'^)^ dont on montre la propriété de recollement. On aboutira 
ainsi à un faisceau intrinsèque Ox-cohérent A^^^ satisfaisant évidemment (i) et 

(ii) . 

De plus, on a un isomorphismes canonique A^^^ ~ lo^. En effet, le corollaire 
(1.1) nous donne ~ Hom{Q'^^g,u>'^) et le corollaire 7 assure l'identification 
^x/s — D'où, en vertu de (ii), J^x/s — 

(iii) découle, alors, de la proposition 5. ■ 
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